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Bevezetés

A szakdolgozatom témdjanak Otlete onnan ered, hogy minden kisgyerek szeret jatszani a
Dobble kartyédkkal, és milyen izgalmas lenne, ha az oktatdsban is fel tudndnk haszndlni. Ez4ltal
az eddigi j6tékony hatdsai mellett még tobb teriileten fejlesztené a gyerekeket, és nem utolsé
sorban mindenki szivesebben tanul ugy, hogy kozben jatszik. Az interneten taldlhaté néhdny
Dobble-hoz hasonlé kértyakészité program, de korldtozott lehetdségekkel rendelkeznek. Igy
jott az otlet, hogy megprobalok egy olyan programot létrehozni, amely sok funkciéval rendel-
kezik és viszonylag esztétikus végeredményt ad. A legfontosabb szempontom leend6 tanarként,
hogy oktatasban felhasznélhat6 kartydkat lehessen alkotni, €s a tanarok szdméra elérhetd legyen
online. Ennek eredménye, hogy a kdrtya generdtorom a DobGen weboldalon elérhetd és hasz-

ndlhatd, mely a https://dobgen.ttk.elte.hu/ linken érhetd el.

A szakdolgozatomban Osszegy(ijtom az Osszes sziikséges matematika elméletet konstruktiv
szempontbdl, amire sziikségem volt ahhoz, hogy Dobble-tipusu jatékot tudjak késziteni. Az irés
sordn a f6 szempontom az volt, hogy ha egy matematika szakos pedagdgus tgy dont, hogy meg
szeretne ismerkedni a Dobble-hoz hasonlé jatékokkal és fortélyaival, akkor szdmdra érthetd

legyen a matematikai hattér, valamint a dolgozat végére el tudjon késziteni sajit paklikat.

Az elsé fejezetben roviden Osszefoglalom a jatéktipusokat, amikkel foglalkozom és bemu-
tatom ezek koziil milyen jatékok érhetdk el a boltokban. A mdasodik fejezetben térek rd a ma-
tematikai részre, ebben néhany alapvetd illeszkedési struktiirdt mutatok be és elkésziil az els6
mini jaték is. A kovetkezd hiarom fejezetben a jatékokhoz sziikséges projektiv sikokat, illetve
bisikokat definidlom és bemutatok kiilonbozé konstrukcidkat hozzdjuk. A hatodik fejezetben
ismertetem a Mobius-sikokat. Az ezekre €piild jatékokat nem lehet a programommal generdlni,
viszont nagyon sz€p €s izgalmas, valamint kozel 4ll a tobbi jatékhoz, amikkel foglalkozok és
nem mellesleg magyar vonatkozdsa van. Ezért ugy gondoltam, hogy helye van a dolgozatom-
ban, viszont terjedelme miatt csak roviden mutatom be. Végiil az utolsé fejezetben 6sszefog-
lalom, milyen hatdsai lehetnek az iskoldkban a tanuldkra a jatékositdsnak. Bemutatom hogyan
alkalmazhatéak az oktatdsban a Dobble-tipusu jatékok és miket tapasztaltam az elkészitett kar-

tyapaklik elsé par haszndlata soran.

A dolgozatomhoz legfoképpen Szényi Tamds jegyzetét [26] hasznédltam, sok eredményt Col-
bourn €s Dinitz konyvébdl [4] vettem és a témakor atfogd megértéséhez felhasznaltam Assmus
és Key konyvét [1], valamint Beth, Jungnickel és Lenz konyvét [10]. A szakdolgozat egységes-
sége és a konnyebb megérthetdség miatt a bizonyitdsokat minden esetben elsdnek értelmeztem,

kijegyzeteltem és végiil az alapjan, kicsit médositva irtam le.

Szeretném megkoszonni Héger Tamas témavezetdmnek a témadtletet, a rengeteg segitséget,

magyarazatot €s a hosszu konzultacidokkal toltott id6t. Szintén koszonom Csapodi Csaba té-
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mavezetémnek, hogy az utolsé pillantban elvdllalt és segitett a dolgozat mddszertani részében.
Hatalmas koszonet batydmnak, Molnar Rébertnek a sok segitségért a programomban, nélkiile

nem késziilhetett volna el.



1. Dobble-tipusiu kartyajatékok

Dobble-tipusii jatéknak tekintem azokat a kartyajatékokat, amelyekben minden kartydn van
valahdny szimbd6lum és néhdny tetszdleges kartyat figyelve mindig ugyanannyi azonos szim-
bélum lathat6. Kicsit konkrétabban, van egy v elemszdmu alaphalmazunk, ami tartalmazza a
szimbolumokat. Szimbdélumoknak nagyjdbol barmit tekinthetiink, majd késdbb latjuk, hogy
lehetnek képek, grafikdk, szovegek, matematikai kifejezések is a kdrtydkon. A kartyédk az alap-
halmaz bizonyos r elemszamu részhalmazai. Ez azt jelenti, hogy minden kartyan r szimb6lum
van az alaphalmazbdl. A kartydk kozotti kapcesolat pedig az, hogy barmely ¢ kértyat vessziik,
A azonos szimbdlum lesz mindegyiken, azaz pont A olyan szimbd6lum, mely mindkét kartydn
el6fordul. Jaték szempontjdbdl talan kevésbé, de a paklik elkészitésénél fontos informédcié még,
hogy 6sszesen hany szimboélumot hasznélunk, jeloljiik ezt b-vel.

A kértyapaklik egyszerlibb azonositasara, jellemzésére bevezetek egy jelolést. Legyen a fenti
paraméterekkel rendelkezd jaték az (r, ¢, \);-jaték. A v és b paramétereket kiilon kezelem, mert
azok az altalam vizsgélt esetek tobbségében v = b, és egyértelmiiek a tobbi paraméterbsl. Ez
azt is jelenti, hogy ha létezik egy (r, ¢, \)"-jaték, akkor abbdl, ha kivesziink vagy elveszitiink
néhany lapot, marad w < v kdrtya, akkor lesz egy (r,t, \)*-jatékunk, ami ugyandgy ,,miko-
dik”, hiszen tovéabbra is fenndll, hogy barmely ¢ kartydn A azonos szimbd6lum lesz.

Ahhoz, hogy egy ilyen kartyapaklit létrehozzunk, mar ennyi informéciébdl is lathatjuk, a
paramétereket nem valaszthatjuk meg tetszélegesen. A dolgozatban sok dsszefiiggést, korldto-
zast bemutatok a paraméterekre vonatkozdan. Ezek eldtt azonban tekintsiink 4t néhany konkrét

kartyajatékot. A kapcsolddé matematikai struktdrdkat késébb részletesen targyaljuk.

1.1. Dobble

A Dobble vagy Spot it! nevii jaték nagyon népszerl a gyerekek korében, egyszer(i szabalyai
miatt mar 6vodas kortdl izgalmas, de a nagyobbaknak is jelenthet kihivast. Az eredeti jaték
55 kartyabdl 4ll, ez osszesen 57 szimbdlumot jelent, minden kértydn 8 szimb6lum l4that6 és
barmely 2 kartydn pontosan 1 azonos szimbd6lum taldlhaté. A jatéknak vannak olyan véltozatai,
amelyek kértydin kevesebb dbra van, valamint kiilonb6z6 témaja képekkel is kaphat6. Tobbféle
jatékszaballyal jatszhato, de a jaték 1ényege, hogy két kartyat figyelve a lehetd leggyorsabban
megtaldljuk az azonos szimbdélumot. [8]][7]

Erdekes, hogy jaték kiozben, amilyen egyszeriinek tiinik, bele sem gondolunk, hogy milyen
komoly matematika all mogotte. A Dobble hétterében egy véges projektiv sik 4ll, mely meg-
hatdrozza, hogy mely kartydra, mely képeknek kell keriilnie, valamint azt, hogy hdny kartyat
tudunk késziteni. Pontosabban egy 7-edrendi projektiv sik, melynek 57 pontja és egyenese van,

barmely pont 8 egyenesre illeszkedik, valamint barmely egyenesnek 8 pontja van. Projektiv sik



esetén barmely két egyenesnek pontosan egy k6zos pontja van és barmely két pontra pontosan
egy egyenes illeszkedik. Igy, ha a kdrtyékat tekintjiik a pontoknak és a szimbSlumokat az egye-
neseknek, akkor megkapjuk a jaték felépitését. Felmeriil a kérdés, hogy ha 57 pontja van, akkor
miért 55 kartyabdl all a pakli. Valdjdban lehetne 57 kartyat késziteni, tehat az eredeti jaték még
kiegészithetd ugy két kdrtydval, hogy a jaték tovabbra is ,,mlikddne”. Metsch konyvébdl [19,
5.1. Lemma] tudjuk, ha adott n? +n+ 1 egyenes és v > n? pont a megfelels kapcsolattal, akkor
kiegészithetd n-edrendd projektiv sikka. A kevesebb kartydnak az oka valoszintileg, hogy az 55
lapos kartyapaklik megszokottabbak nyomtatdsnal, hiszen a francia kartya is 55 lapbél 4ll. Igy
ez a jaték a jelolésiinkkel egy (8,2, 1)%-jaték.

Kisebbek szamara elérhetd a Dobble Kids és a Spot it Jr.! (illetve egyéb utanzatok). Ezeknél
egy kartyan csak 6 kép van, az elébbi 30 kartyabdl 4ll, az utébbi 31-bdl. Ebben az esetben az 5-
odrendii projektiv sik tulajdonsdgait haszndltdk fel. Ennek 31 pontja és egyenese van, egy pont
6 egyenesre illeszkedik és egy egyenesnek 6 pontja van. Vagyis a Dobble Kids egy (6,2, 1)39-
jaték, a Spot it Jr.! pedig (6,2, 1)31-jaték. [7][25]

1.2. MoZbee

7z

A M@bee nevi jatékot egy magyar matematikus, Ruff Jdnos alkotta meg. Ennek hétterében
a véges Mobius-sik 4ll, ezdltal barmely 3 kartyat véve, pontosan egy kozos szimbdlumot ta-
lalunk. Vagyis itt (7, 3, 1)-jatékokrol van szd, kérdés, mik lehetnek a tovabbi paraméterek. A
jatéknak 3 kiilonbozd6 jatékmaodja van, de itt is a lényeg, hogy minél gyorsabban megtaldljuk a
kozos szimbolumot 3 kdrtyan. A jaték 4 kdrtyapaklit tartalmaz, 4 kiilonboz6 nehézségi szinthez.
Ahogy haladunk a szinteken egyre kevésbé lesz porg6s a jaték, mint a Dobble, egyre tobbet kell
gondolkodni.

Az elsd szinten 7 szimbOlum van egy kértyan, ami kilég a sorbdl, hiszen ilyen Mobius-
sik nem létezik. Ez egy (7,3,1)%,-jaték. A masodik pakli egy (12,3, 1)15-jaték, a harmadik
(20, 3, 1)3%-jaték és végiil a negyedik (30, 3, 1)73,-jaték. Lathatjuk, hogy a szimbdlumok szdma
elég gyorsan nd a kartydk szdméhoz képest. [20]]

A Mobius-sik egy olyan struktira, mely a korok geometriai tulajdonsdgaival rendelkezik.
Pontokbdl, korokbdl 4ll, és az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik: barmely 3 kiilonb6z6 pont-
jéhoz pontosan 1 kor illeszkedik; egyértelmiien létezik adott kort adott pontjaban érintd és egy
madsik adott ponton dtmend kor; és 1étezik 4 olyan pont, amelyek nincsenek egy koron.

Tehat ebben az esetben ismét a kartydk szimbolizaljdk a pontokat és a korok a szimbolumo-
kat. Ekkor teljesiil az, hogy barmely 3 kartyét vessziik, egyértelmiien 1étezik olyan kor, amely
tartalmazza ezeket, azaz lesz pontosan 1 szimb6lum, amely mindhdrom kartyan lathat6. Valo-
jéban ez a rendszer miatt fontos, hogy a pontokkal azonositsuk a kartydkat. Kényelmesebbnek

tlinik, hogy legyenek a kartydk a blokkok €s a szimbdlumok a pontok, azaz egy kdrtyara azok



a szimbdolumok keriilnek, amely pontok illeszkednek az adott blokkhoz. Ez a Dobble és a ko-
vetkez6 Gemini jatékndl mikodnének, mert azok szimmetrikus struktdrdkra épiilnek, azonban
a Mo@bee nem. A Mobius-sik dualisat kell venniink, amit késobb részletesebben definidlok, de
roviden annyit jelent, hogy a pontok €s korok szerepét felcseréljiik, igy kapjuk meg azt a struk-
tdrdt, amire sziikségiink van a jatékhoz. Igy ha a pont-kdrtya és blokk-szimbélum azonositést

veszem alapul, akkor barmelyik itt targyalt rendszerre miikodni fog a jaték konstrukcidja.

1.3. Gemini

A harmadik kdrtyapakli amivel foglalkozom, tuddsom szerint nem létezett eddig. A Gemini
nevet kapta, mert barmely 2 kartydt véve 2 azonos szimbdlum taldlhat6. Ezaltal uj jatékmodok
taldlhatok ki, valamit az oktatdsban is tovédbbi feladat varidciokat alkalmazhatunk.

Ennek a koncepcidnak a hatterében a bisikok allnak. A bisikok pontokbdl és blokkokbdl
allnak a projektiv sikokhoz hasonldéan (ott a blokkokat egyeneseknek neveztiik), azonban itt
barmely 2 blokknak 2 kdz6s pontja van €s barmely 2 pont pontosan 2 blokkban van benne. Ha-
sonldan itt is a kartydkat tekintjiik a pontoknak €s a szimbdélumokat a blokkoknak.

A projektiv sikokhoz képest joval kevesebb informacionk van a bisikok 1étezésérdl. Kisebb
rendd bisikokbdl tobbet ismeriink, de késdbb latjuk majd, hogy ezeknél a kartydk szdma meg-
lehetSsen kevés lenne, ezért jatékkészitéshez nem mind alkalmasak. Igy haromféle pakli elké-
szitését lattam hasznosnak. A 7-edrendd bisiknak 37 pontja és blokkja van, és minden blokk
9 pontbdl 4ll. Ebben az esetben a pakli 37 kartyét tartalmaz, melyeken 9 szimbélum van. gy
ez egy (9,2,2)37-jaték. A 9-edrendd esetén 56 kartyat tudunk késziteni, mindegyiken 11 szim-
bélummal, vagyis (11,2,2)25-jaték. Végiil a (13,2, 2)7-jatékot a 11-edrendi bisikkal kapjuk,
melyben 79 kértya van.



2. A t-rendszerek

Ahhoz, hogy a fent emlitett projektiv sikokat, bisikokat és Mobius-sikokat létre tudjuk hoz-
ni és ezekbdl kartyajatékot készitsiink, meg kell ismerkedniink az illeszkedési struktiirdkkal,
t-rendszerekkel, és a szdmunkra legfontosabb blokkrendszerekkel, azon beliil is a négyzetes
sturktirdkkal. Ebben a fejezetben ismertetem ezeknek a definicidit és néhany tételt, amellyel
kozelebb keriiliink ahhoz, hogy mi magunk is meg tudjuk konstrudlni ezeket a rendszereket.

A fejezet Szonyi jegyzetének [260] 1.2., 3.,4.1., 5. és 6.1. fejezetek felépitését koveti, azonban
néhol jelolésben eltértem ettdl az egységesség és konnyebb megérthetdség érdekében.

2.1. Illeszkedési strukturak

2.1.1. Definicié. [26] 1.2.1. definicid]
Egy D = (P, B, ) harmast illeszkedési struktiiranak neveziink, ahol P és B diszjunkt halmaz,
I pedig egy P és B kozotti relacié. P elemeit pontoknak, B elemeit blokkoknak, az I relaciét
pedig illeszkedési reldcionak nevezziik.

A pI B jelolés jelentse, hogy p pont illeszkedik a B blokkra.

A jaték esetében oda szeretnék eljutni, hogy a pontok azonositjdk a kartydkat és a blokkok a
kartydkon szerepld szimbdlumokat, azaz egy kartydn azok a szimb6lumok szerepelnek, amely
blokkok tartalmazzdk az adott pontot. Tehat célom, hogy a blokkokat az dltala tartalmazott

pontokkal lehessen azonositani. Ehhez sziikség lesz az alabbi fogalmakra.

2.1.2. Definicié. [26, 1.2.2. definicid]
Vegyiink két illeszkedési strukturét, legyenek D = (P, B, 1) ésD’ = (P, B',I'). Aza : PUB —

P’ U B’ leképezés izomorfizmus, ha bijekci6 €s

P* =P, B* =B, pIB < p"I'B*, Vp € P, VB € B.

Ha teljesiil, a-t izomorfizmusnak nevezziik, valamint D és D' izomorf. Ha D = D', akkor a-t

automorfizmusnak hivjuk.

2.1.3. Definicié. [26] 1.2.3. definicid]
AD = (P,B,]) illeszkedési struktira dudlisa a D*= (P* B*, I*) rendszer, ahol P*= B, B*= P

és I'* az I relacid inverze.

Ha egy illeszkedési struktirdban nem fordul el6 olyan, hogy két kiilonb6z6 blokkhoz pontosan

ugyanazok a pontok illeszkednek, akkor egyszerii illeszkedési struktiirdnak nevezziik. Ekkor a
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blokkok azonosithatok a rdjuk illeszkedd pontokkal, igy a blokkok a pontok bizonyos részhal-
mazai, az I reldci6 pedig a tartalmazds. Vagyis a D = (P, B, I) egyszerii illeszkedési struktidra
izomorfa D’ = (P, B’, €) struktirdval, ahol B' = {{p : pI B} : B € B}. Innentdl ilyen struktd-
rakkal foglalkozom, igy a pI B jelolés helyett a p € B jelolést haszndlom. Egy struktura dudlisa
pontosan akkor lesz egyszerti, ha az eredetiben nem volt két olyan pont, amelyek ugyanazokhoz
a blokkokhoz illeszkednek.

2.1.4. Definicié. [26] 1.2.4. definicid]
Egy p € P pont foka a p-hez illeszkedd blokkok szdma, azaz

deg(p) = {B € B : pI B}|
Egy B € B blokk foka a hozz4 illeszkedd pontok szdma, azaz

deg(B) = {p € P: pI B}|

2.1.5. Definicié. [26] 1.2.5. definici6 alapjan]
Egy egyszert illeszkedési struktdrat r-reguldrisnak neveziink, ha minden pont foka r és k-
uniformnak, ha minden blokk foka k.

Ha a kértydkra gondolunk, akkor természetesen egyszer( illeszkedési struktirdra van sziiksé-
giink, hiszen kiilonben lennének olyan szimbdlumok, amelyek pontosan ugyanazokra a kar-
tydkra keriilnének rd. Az is megfigyelhetd, hogy minden kdrtydn ugyanannyi szimb6lum van és
minden szimbdélum ugyanannyi kartyédn szerepel, azaz reguldris és uniform struktira. A Dobble

esetében példaul 8-regularis és 8-uniform egyszerd illeszkedési strukturat hasznalunk.

A blokkok és pontok kapcsolatét leirhatjuk matrixok segitségével, ezaltal konnyebben szem-
1éltethetd a struktdra €s a jatékkészitésnél is jOl felhasznalhatd. A kartyagenerdtoromban €n is

hasonlé médon tarolom a kartyédkra keriil szimb6lumokat.

2.1.6. Definicié. [26), 1.2.7. definicid]
Legyen D = (P, B, ) véges illeszkedési struktdra, pontjai: py, ..., p,, blokkjai: By, ..., By.
D illeszkedési matrixa M = (my, ;) (i = 1,...,v, j = 1,...,b) métrix, ahol

1, hap, € B,
My, g, =
e 0, Kkiilonben.

D szomszédsdgi matrixa A = (ay, ;) (i, = 1, ..., v) matrix, ahol

Qp;p; = |{B |pi eB /\pj € B}|



Tehét az M matrix m,, 5, mezdje pontosan, akkor 1, ha az . pont illeszkedik a j. blokkhoz. A
szomszédsagi matrix a,, ,, mezSje pedig a {p;, p; }-re illeszkedd blokkok szdma, igy a f6atléban

éppen a pontok foka &ll, vagyis deg(p; ).

2.1.7. Allitas. D = (P, B, ) véges illeszkedési struktira illeszkedési és szomszédsagi matri-
xdra teljesiil, hogy A = MM7.

BIZONYITAS. Tetsz6leges p,q € P pontokra m, 5 = my,p = 1 pontosan akkor teljesiil, ha
B blokkra illeszkedik p és ¢ is. Igy az M, és M qT vektorok szorzata éppen a rdjuk illeszkedd

blokkok szama. -

A dudlis struktira illeszkedési métrixa M7, hiszen a pontok és blokkok szerepe felcserélédik. A
fenti 4llitds alapjan a szomszédsagi matrixa M7 M, amelynek mez&in éppen az eredeti stuktiira

blokkjainak metszete dll, ezért nevezhetjiik blokk szomszédsdgi matrixnak.

2.1.8. Példa. Legyen P = {0,...,6},
B = {{0,1,3},{1,2,4},{2,3.5},{3,4,6}, {4,5,0}, {5,6,1},{6,0,2}}. Ezt az illeszkedési

strukturat nevezziik Fano-siknak és az alabbi abran lathaté az ismert abrazolasa.

1. abra. Fano-sik [26, 1.2. dbra alapjan]

Illeszkedési matrixanak m,,, g, eleme 1, ha p; € Bj, kiilonben 0. Tehat példaul mg 0,13y = 1,
mert 0 € {0,1,3}. Igy folytatva megkapjuk a Fano-sik egy illeszkedési métrixat, melyben az

oszlopokat indexeld blokkok sorrendje a fenti B halmaz leirdsaban latott sorrend.

_ O = = O O O

<

I
O O O = O ==
S O = O = = O
O = O = = O O
[ B O o T e B e SR =Y
_ = OO O O = O
_ OO O O = O =



Minden pont 3 blokkhoz illeszkedik, igy a szomszédsagi métrix fé4tlojdban mindenhol 3 szere-
pel, tovabba barmely 2 kiilonb6z6 pont pontosan 1 blokkhoz illeszkedik, igy minden mds eleme

a matrixnak 1 lesz.

b

I
— e = = = = W
e e e e
e e e e i
= = = W = = =
e e i e e
e e e e
W = = = = =

2.1.9. Lemma. [26, 1.2.9. lemma]
Tetsz6leges D = (P, B, I) illeszkedési struktirdban

> deg(p) =) deg(B)

peP BeB

BIZONYITAS. Szdmoljuk meg kétféleképpen a (p, B) € I péarokat, azaz az dsszes pl B illesz-
kedést. Legyenek a pontok py, ..., p, és a blokkok By, ..., By, valamint i = {1,....,v}, j =
{1,...,b}. Tekintsiik a parokat a pontok alapjan, ekkor a (p;, B;) alakd parokb6l éppen annyi
van, ahdny blokkra illeszkedik a p; pont, azaz pontosan deg(p;) par van. Hasonl6éan (po, B;)

parokbdl deg(p,) darab van és igy tovabb folytatva megkapjuk, hogy az dsszes par szdma:

deg(p1) + deg(p2) + ... + deg(p,) = Y _ deg(p).

peP

Ugyanigy 6sszeszdmolhatjuk a blokkok alapjdn az 6sszes part. (p;, By) alakd parbdl, pontosan
annyi van, ahdny pont illeszkedik a B; blokkra, azaz deg(B;). Ezt alkalmazva a b darab blokkra,

megkapjuk az dsszes part:

deg(B1) + deg(Ba) + ... + deg(By) = Y _ deg(B).

BeB
Ebbdl pedig kovetkezik az 4llitas. n

Ha tekintiink egy r-reguldris, k-uniform, v pontd, b blokkszdmu illeszkedési struktarat, akkor a

fokok Osszege:

> deg(p) =wvr, Y deg(B) = bk.

peP BeB

7 2z

Az el6z6 lemmat felhaszndlva egy hasznos 0sszefiiggést kapunk a paraméterekre.
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2.1.10. Kovetkezmény. [26, 1.2.10. korollarium]

Egy r-reguldris, k-uniform, v pontd, b blokkszdmu illeszkedési struktirdban vr = bk.

2.1.11. Definicié. [26] 1.2.14. definicid]
Azokat az illeszkedési struktdrakat, amelyekben a pontok szdma azonos a blokkok szamadval,

négyzetesnek vagy szimmetrikusnak nevezziik.

A Dobble és a Gemini jatékok esetében négyzetes az illeszkedési struktirank, ezért cserélhetd
fel a pontok és blokkok szerepe. Tehat, ahogy kordbban mar emlitettem, akar ugy is definial-
hatnank ezeket a jatékokat, hogy egy kartya egy blokkot szimbolizdl, és azok a szimb6lumok

vannak rajta, amelyeket a blokk pontjaival azonositunk.

A négyzetes dizdjnok 1étezésérdl korlatozott a tudasunk, A = 1-re a projektiv sikokat fogjuk
kapni, A = 2-re a bisikokat, amelyekrdl csak sejtés, hogy véges sok l1étezik. Szintén egy sejtés,

hogy A > 1-re véges sok négyzetes dizdjn létezik. [4, I1.6.13 Conjecture]

2.2. t-rendszerek

A kartyakndl egy fontos tulajdonsdggal még nem foglalkoztam, hogy barmely 2, vagy a
M@bee esetén 3 kartyét tekintve ugyanannyi azonos szimbdlum lathat6. Ez azt jelenti, hogy
barmely 2 vagy 3 pont mindig ugyanannyi blokkhoz illeszkedik. Ilyen tulajdonsdggal rendel-
keznek a t-rendszerek.

2.2.12. Definicio. [26, 5.1.1. definicid]

A D = (P,B,I) egyszeri illeszkedési struktirat ¢ — (v, k, \)-rendszernek nevezziik, ahol
v>k>1 k>t2>1,havpontja van, k-uniform és barmely ¢ pont pontosan A blokkban van
benne. Ha D nem egyszer(, azaz lehetnek tobbszoros blokkok, akkor ¢ — (v, k, A)-struktiirdnak

nevezzik.

2.2.13. Allitas. [26, 5.1.2. 4llitds]
Legyen D t — (v, k, \)-rendszer. Ekkor a

(i)
()

az ¢ darab ponton atmend blokkok szdmat adja meg minden 7 = 0, 1, ..., t-re.

Megjegyzés. Ha i = 0, akkor \q = b, vagyis éppen a blokkok szdmat, ha i = 1, akkor \; = r,
azaz a pontok fokét adja.
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B1ZONYITAS. Vegyiik a P egy tetszdleges ¢ elemi X részhalmazat, az ezeken dtmend blokkok
szamat keressiik. Egészitsiik ki ezt a halmazt ¢ elemiivé, vagyis vegylink mellé még ¢ — ¢ darab
pontot. Ekkor ezeken a pontokon A\ blokk megy at. A ¢ — ¢ pontot 0sszesen (’t’:f) féleképpen
vélaszthattuk. Vagyis ezzel azt kapjuk, hogy az X halmaz pontjain )\(”Z:;) blokk megy ét, de
ekkor egy blokkot tobbszor szamoltunk. Egy tetsz6leges blokkban az X elemein kiviil £ — ¢
pont van, hiszen minden blokk foka k. A k — i pontbdl ¢ — i darabot vesziink az X halmaz
elemeihez. Tehat minden blokkot (I::Z)—szer szamoltunk. gy barmely i ponton A E,i:’g blokk

t—1

megy at. n

Ez a jaték esetén azt jelenti, hogy ha van egy (r, ¢, \)-jatékunk, azaz barmely ¢ kartydn \
k6zos szimbolum, akkor ha ¢ < ¢-nél kartyat vesziink, akkor éppen \; k6z6s szimbdlum lesz.
Példaul érdekes lehet, hogy a M@bee esetén, hany kozos szimbdlumot taldlhatunk, amikor 2
kartyat csapunk fel. A ¢ = 3 és A = 1 mindegyik pakli esetén. A mésodik pakliban v = 12,
k = 4,1gy Ay = 4, azaz 2 kértya esetén 4 k6z0s szimbdlumot lathatunk. A harmadik pakliban
6 azonos szimbd6lum van 2 kartyadn és a negyedikben 7.

A kovetkezd tétel megmutatja, hogy ha nem kotjiik ki az egyszerliséget, akkor megfeleld
paraméterekre mindig létezik ilyen ¢-struktira. Ez azt jelentené, hogy egy kartyan tobbszor is

szerepelhet ugyanaz a szimbd6lum.

2.2.14. Tétel. [26] 5.1.4. tétel]
Tegyiik fel, hogy t < k < v — t. Ekkor alkalmas \-ra létezik olyan t — (v, k, \)-struktiira,

amelyben nem minden k ponti ponthalmaz blokk.

B1zONYITAS. Legyen C' az a matrix, melynek sorai a P ¢ elem( részhalmazai (7;), oszlopai a

k elemd részhalmazai (K;) és ¢;; = 1, ha T; C K, kiilonben 0. Tehdt a matrixnak (?) sora

v
t

Osszefliggdk. Emiatt létezik olyan egész koordinatdju x vektor, melyre Mx = 0 (mert létezik

és (}) oszlopa van és mivel t < k < v —t = (}) < (}), igy a matrix oszlopai linedrisan
raciondlis koordinatdjd, ha megszorozzuk a koordinatdk kozos nevezdjével, egész koordinatakat
kapunk). Tegyiik fel, hogy x legkisebb koordinétdja —a, ahol a > 0 és legyen j a csupa egyesbdl
alloé (Z) hosszd vektor. Ekkor az X' = x + aj vektor minden eleme nemnegativ és van olyan
koordinatdja, mely 0. Tovabba
/ . . . v—t .
Mx' = M(x+aj) = Mx+ Maj = Maj=a it
/I] —
hiszen Mj vektor ¢. eleme éppen azt adja meg, hany k-as részhalmaz van, amely tartalmazza

T;-t. Az egyenlet pedig azt fejezi ki, hogy ha vessziik azon k elemi K; halmazokat, melyekre

a Xy, # 0, multiplicitdsa éppen X} , akkor egy tetsz6leges ¢ elemf részhalmaz a(;_}) ilyen
k-as halmazban van benne. Tehat legyen A = a(:j:]i), ekkor azon K; halmazok nem lesznek
blokkok, melyekre X}(j =0. m
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Ha nem engediink tobbszoros blokkokat, azaz a t — (v, k, A)-rendszerek esetén mar nem ilyen
egyszerl a létezést megmutatni. Sokdig csak ¢ = 5-re volt ismert ilyen rendszer 1étezése, €s azt
sejtették, hogy 6-rendszerek nincsenek. Kés6bb megsziiletett egy tétel, amely bizonyitja, hogy
barmely t-re 1éteznek ¢ — (v, k, \)-rendszerek. A kovetkezd tételeket nem bizonyitom, mert

meghaladja a dolgozat kereteit €s terjedelmét.

2.2.15. Tétel. (Teirlinck tétele) [26, 5.1.5. tétel]
Adott t-re definidljuk pi-t, ahol [ | jeldlje a legkisebb kizds tobbszorist.

() -t A o)

2

Ekkor bdrmely v = t (mod u)-re az X v-elemii alaphalmaz (t + 1)-elemii részhalmazait
t — (v,t + 1, u)-rendszerekre particiondlhatjuk. Specidlisan, t — (v,t + 1, u)-rendszerek lé-
teznek v =t (mod p), A =0 (mod p), ésv > X+t esetén.

A Fisher-egyenl6tlenség a blokkok és pontok szama kozotti osszefiiggésekkel foglalkozik, a

kovetkezd tétel a t-rendszerekre vonatkozé Fisher-egyenl6tlenség.

2.2.16. Tétel. [26] 5.1.6. tétel]
Legyen D t-(v, k, \)-rendszer, ahol t = 2s és k < v — s. Ekkor b > (V).

A bizonyitds megtaldlhaté Szényi jegyzetében [26].

A kértyajatékoknadl a rendszerek dudlisdra lesz sziikségiink, a kovetkez6 tételben megkapjuk a

duélis eredményt is.

2.2.17. Tétel. (Ray-Chaudhuri, Wilson) /26, 5.1.7. tétel]
Legyen s < k < v—séslegyen B egy v pontii halmaz k elemii részhamazainak csalddja, melyre
|B N B'| legfeljebb s értéket vesz fel, ha B # B' € B. Ekkor B < (*).

Bizonyitdsa megtalalhaté Babai és Frankl konyvében[2, Theorem 5.35.].

2.3. Jaték t-rendszerekbol

Most mér tudjuk mik azok a t-rendszerek €s azt is, hogy ezekbdl készithetiink kiillonbozé
kartyajatékokat, de a leglényegesebb kérdésre még nincsen valaszunk: hogyan?

Tekintsiink egy t — (v, k, A)-rendszert, mely r-reguldris, hiszen azt szeretnénk, ha minden
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karty4dn ugyanannyi szimbdélum lenne. Tovabba legyen a rendszer illeszkedési métrixa M. Ek-
kor nézziik, hogyan kapjuk meg az (r, ¢, \)}-jatékot. A pontokat tekintjilk a kartyaknak, és a
blokkokat a szimbdélumoknak. Vagyis ha vesziink egy pontot, akkor a neki megfeleld kartya-
ra azok a szimbolumok keriilnek, amely blokkokhoz illeszkedik a pont. Ezt az M matrixrdl
konnyen leolvashatjuk, minden sor egy pontot jeldl, és amely mezdn 1-es van ahhoz a blokkhoz
illeszkedik, vagyis a blokkhoz rendelt szimbdlum rakeriil a kartyara. Ha igy nézziik, akkor az
M matrixra igy is gondolhatunk, hogy minden sor egy kartya és minden oszlop egy szimbdlum.

Ahol 1-es van, ott a kartyara rakeriil a szimbdélum, ahol 0 ott nem.

2.3.18. Példa. Nézziik a kordbban litott Fano-sikot, mely egy (7, 3, 1)-blokkrendszer, vagyis
a (3,2, 1)!-jatékot szeretnénk elkésziteni. A kértydkat sorszdmozom 1-t81 7-ig, a szimbélumok
pedig legyenek példaul gyiimolesok [15]. Ekkor a kordbban felirt M maétrix sorait, oszlopait

jelolom a neki megfeleltetett sorszamokkal, illetve szimbolumokkal.

oo e d
1. 1 0 0 0 1 0 1
2.1 1. 0 0 O 1 O
3. 0 1 1 0 0 0 1
4. 1 0 1 1 0 0 O
5.0 1 0 1 1 0 O
6. 0 0 1 0 1 1 O
7.0 O 0 1 0 1 1

Ebben az esetben a kartydk igy fognak kinéznek:

O [ @Y
ol
@y ®

20 S

2. dbra. Gyiimolcsos kartyapakli £ = 3-mal

& &
S
¢



2.4. Blokkrendszerek

Attérek egy struktirdra, amellyel az igazdn szép, szimmetrikus jatékok készithetGek. Blokk-
rendszereknek nevezziik azokat a t-rendszereket, ahol ¢ = 2. Tehdt a (v, k, A)-blokkrendszernek
v pontja van, k-uniform és barmely 2 kiillonb6z6 pontjara A blokk illeszkedik. A Dobble és Ge-
mini jatékokndl éppen erre van sziikségiink, hogy barmely 2 kdrtydn A = 1 azonos szimbdlum

legyen.
Mir a t-rendszereknél is lathattuk a|2.2.13 | allitasbol, hogy a struktira r-reguléris és azt is,
hogyan kapjuk meg a blokkok szamét, de most a blokkrendszerekre igazolom az éllitést.

2.4.19. Allitas. [26] 3.1.2. allitas]
A (v, k, X)-blokkrendszerben minden pont foka

AMv—1)
AT
a blokkok szama pedig
b= (v —1)
k(k—1)7

BI1ZONYITAS. Tekintsiink egy tetsz6leges p pontot és szamoljuk meg kétféleképpen azon (¢, B)
parokat, ahol p # ¢ ésp € B.

Egyrészt p-n kiviil v — 1 pont van és {p, ¢} pontosan \ blokkban vannak benne definici6 szerint,
tehdt (v — 1)\ part kapunk.

Masrészt B k-uniform rendszer, azaz k — 1 eleme van p-n kiviil és p pontosan deg(p) blokkban
van benne, tehét 6sszesen deg(p)(k — 1) pdr van.

Igy azt kapjuk, hogy A\(v — 1) = deg(p)(k — 1), amit 4trendezve megkapjuk egy tetszSleges p
pont fokat:

Av—1)

= deg(p) = 21—

A2.1.10, kovetkezménybdl megkapjuk a b-re vonatkozo képletet is:

(v —1) (v —1)

bk — b — _ 2wl
v k=1 VT RE—1) .

Az r és b természetesen pozitiv egész szdmok, igy a fenti allitasbol kovetkezik:

2.4.20. Kovetkezmény. [26, 3.1.3. korollarium]
(v, k, X)-blokkrendszer l1étezéséhez sziikséges, hogy
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* Mv—1)=0 (mod k —1),

e (v —1)=0 (mod k(k —1)).

A Dobble esetében A = 1, vagyis (v, k, 1)-blokkrendszer, ezeket Steiner k-asrendszereknek
nevezziik. A jatékban k azt jeloli, hogy egy szimbdlum hany kartyan szerepel, v pedig, hogy
hany kértydnk van. Szdmunkra a legfontosabb kérdés, hogy milyen % és v értékekre 1étezik
Steiner-rendszer.

Vizsgéljuk eldszor a k = 3 esetet, azaz a (v, 3, 1)-blokkrendszereket. A kovetkez-
ményt alkalmazva, behelyettesités utdn azt kapjuk, hogy v = 1 (mod 2) és v(v — 1) = 0
(mod 6). Tehét Steiner harmasrendszer a v = 1 vagy v = 3 (mod 6) esetben létezhet. Ismert
néhiny konstrukcié, melyek megmutatjdk, hogy barmely, a feltételnek megfeleld v-re 1étezik
ilyen rendszer [26, 3.1. fejezet]. A kordbban latott Fano-sik v = 7-re az egyetlen Steiner har-
masrendszer.

Nézziik, hogyan alakulnak a paraméterek, ha Dobble-tipust jatékot szeretnénk alkotni Stei-
ner harmasrendszerbdl. A allitas alapjan r = ”T_l ésbh = %. Ezek alapjin az alabbi
tdblazatban 0sszefoglalom a paramétereket, amelyekkel kartyapakli készithet6. Barmely szim-
bolum 3 kartyan szerepel, barmely 2 kartyat véve pontosan 1 azonos szimbolum lathato, v a

kartydk szdma, r a szimbdélumok szdma egy kartyan és b az 0sszes szimbdlum szama.

v or b
3 1 1
7T 3 7
9 4 12
13 6 26
15 7 35
19 9 57

Nagyobb k-ra mar kevesebb egyszerii konstrukci6 ismert, & = 4 és k = 5 esetben minden a
kovetkezménynek megfeleld v-re 1étezik rendszer, azonban k£ = 6-ra mar nem tudjuk,
hogy minden megfeleld v-re 1étezik-e. [26, 3.1. fejezet]

Lathattuk, hogy a Steiner-rendszerekbdl is lehet jatékot késziteni, azonban a szimbolumok sza-
ma egy kartydn viszonylag gyorsan nd, az elkészithetS lapok szdma viszont lassan. Igy még

nem érzddik tokéletesnek a jaték alapjaul valasztott rendszer.

Nézziink egy mdsik ismert rendszert, a (n> +n + 1,n + 1, 1)-blokkrendszert. Ezt n-edrendit
projektiv siknak nevezziik és ez mar rendelkezik azokkal a tulajdonsdgokkal, melyek még hia-
nyoztak. Tekintsiik at a paramétereket ebben az esetben, felhasznalva a[2.4.19] allitast.
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v=n?’+n+1

E=n+1

A=1
AMv—1) n’+n

pu— = pu— 1

" k-1 n n
Mv—1) *+n+1Dn*+n)

b: pum— pu— 1
K= 1) (n+ n e

Tehat a projektiv sikok négyzetes blokkrendszerek €s pontosan akkor r-reguldris, ha r-uniform.
A Dobble jatékban ezeket a struktdrdkat haszndljuk. Az eredeti Dobble egy (57,8, 1)-blokk-
rendszerre, azaz 7-edrendl projektiv sikra épiil, a kisebbeknek valé Dobble Kids véltozat pedig

(31, 6, 1)-blokkrendszerre, vagyis 5-odrend projektiv sikra.

A X > 1 esetben jelent&sen kevesebb ismeretiink van a blokkrendszerekrdl. Kevés konstruk-

ci6 ismert, a létez€siikrdl pedig az aldbbi tétel nytjtja a legtobb informaciot.

2.4.21. Tétel. (Wilson) [26, 3.1.13. tétel]
Legyen k és \ rogzitett, és legyen v a|2.4.20.| kovetkezmény feltételeinek eleget tevd tetszdleges.
Ekkor van olyan vy, hogy v > vg-ra létezik (v, k, \)-blokkrendszer.

A tétel bizonyitdsa meghaladja a dolgozat kereteit, megtalalhat6 Beth, Jungnickel, Lenz kony-
vében [3, VIL.8.3 Proof]. Tovéabbi Osszefiiggést ad blokkrendszerek paraméteire a kovetkezd

tétel, mely a Fisher-egyenl6tlenség blokkrendszerekre vonatkoz6 véltozata.

2.4.22. Tétel. (Fisher-egyenlotlenség) [26] 4.1.1. tétel]
Ha egy blokkrendszerben k < v, akkor b > v.

BIZONYITAS. Vegyiink egy n elemd H = {hy, ho, ..., h, } alaphalmazt, melynek By, B, ..., By
részhalmazai. Azt dllitom, hogy ha belétjuk, hogy |B; N B;| = A > 0 (Vi # j) = k < n, akkor
igazoltuk a tételt. Hiszen ekkor vegyiik egy (v, k, \)-blokkrendszer dudlisét, azaz a pontok és
blokkok felcserélédnek, igy b darab pont lesz, ami éppen az alaphalmaznak felel meg, a v blokk
pedig ennek a részhalmazai, és barmely két blokknak A kozds pontja lesz, igy a fenti alapjan
kovetkezik, hogy v < b. Tehit tegyiik fel, hogy |B; N B;| = A > 0 (Vi # j).

1. eset: 3B; : |B;| = A. A feltétel szerint ekkor Vj # i-re |B; N B;| = A ami csak
gy teljesiilhet, ha B, C B;. Ebben az esetben, ha vesziink egy B;-t6l és B;-t0l kiilonb6z6
By, blokkot, annak is teljesiilnie kell, hogy |B; N By| = A, amib6l viszont kovetkezik, hogy
B; N B, = B;. Vagyis a maradék n — A pont, amelyek nincsenek benne B;-ben, egy-egy B;
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(j # 1) blokkhoz illeszkedhetnek. Ez azt jelenti, hogy B;-n kiviil n — X blokk lehet legfeljebb,
azazk <14 (n — A) < n,mert A > 0.

2. eset: Feltehetjiik, hogy | B;| > A (Vi). Definidljuk B;-bél a b, vektort, amely n hosszi és j.
koordindtdja 1, ha h; € B, kiilonben 0. Ekkor azt dllitom, hogy a b; (i = 1,2, ..., k) vektorok
linedrisan fiiggetlenek. Ha ezt beldtjuk, akkor abbdl mar kovetkezik, hogy k < n.

Indirekt felteszem, hogy linedrisan 6sszefiiggdk, vagyis

k
deiy e, cp Zci - b; = 0, ahol nem minden ¢; = 0.

=1

A b; - b; skaldris szorzat éppen a |B; N Bj|, ami A, ha i # j, kiilonben pedig |B;| = X + a;,
valamely a; > O-ra. Legyen j fix €s az egyenletet szorozzuk meg b;-vel.

O—Zczb -b;) ZCZ + a;cj,

hiszen a skaléris szorzat minden esetben Akivéve, hai = j, akkor A +a;. Legyen C' = Zk Ciy
ezzel azt kapjuk, hogy ¢; = —==. Ha C pozitiv, akkor a c¢; negativ a képlet alapjan minden
j-re, ekkor viszont a c;-k 6sszege is negativ, ami éppen C', vagyis ellentmonddsra jutunk. Ha
C' negativ, akkor pedig c; pozitiv minden j-re, igy az dsszegiik is pozitiv, vagyis ismét ellent-
mondasra jutottunk. Tehdt > ¢; - b, = 0 csak gy lehet, ha minden ¢; = 0, ami pedig éppen azt

jelenti, hogy a vektorok linedrisan fiiggetlenek. Ezzel belattuk a tételt. n

Legyen [ a v X v-s egységmatrix és J a csupa 1-esekbdl 4ll6 v x v-s matrix. Valamint
tekintsiink egy (v, k, \)-blokkrendszert, melynek illeszkedési métrixa M. Ekkoraz A = M M7”
szomsz€édsagi matrix féatlojaban r-ek szerepelnek, hiszen minden pont foka r, az 6sszes tobbi
mezén pedig A\, mert barmely két pont \ blokkban van benne. Igy a szomszédsdgi matrix elall

A = (r — X\)I + \J alakban. A kovetkez$ lemma ennek determindnséra ad képletet.

2.4.23. Lemma. [26, 4.1.2. lemma]

A fent definialt [ és J matrixokkal a v x v-s matrixra fennall:

det(zI +yJ) = (z + yv)z"~*

B1ZONYITAS. Legyen j csupa 1-esbdl dll6 v elemi oszlopvektor, ez sajatvektora x 1 + y.J-nek
az x + yv sajatértékkel, hiszen (zI + yJ)j = (z + yv)j. A madtrix szimmetrikus, igy van
olyan ortonormdlt bazisa, amely a sajatvektorokbodl all. Ami azt jelenti, hogy az 0sszes tobbi
w sajatvektor merSleges j-re. Ebben az esetben w.J = 0, amibdl kovetkezik, hogy w(zl +
yJ) = wzx. Ami éppen azt jelenti, hogy a tobbi sajatvektorhoz tartozé sajatérték x. A matrix

determindnsa pedig el5all a sajatértékek szorzataként, vagyis det(z] + yJ) = (z + yv)z* . u
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A kapott képletbe behelyettesitve a szomszédsagi matrix A = (r — A\)I + \J alakjat, azt
kapom, hogy det((r —A)I+AJ) = (r—A—+Xv)(r—\)*~'. AR.4.19] pontok fokéra vonatkozé
allitas alapjan r(k — 1) = A(v — 1), ezt felhaszndlva a szorzat els$ tagja egyszeriibb alakra
hozhat6: r + A(v — 1) =7 +7r(k—1) =r(1 + k — 1) = rk. Tehat det(A) = rk(r — \)""%.

2.4.24. Kovetkezmény. [26, 4.1.3. korollarium]

Ha egy blokkrendszerben k < v, akkor a szomszédsagi métrix determindnsa rk(r — \)*~1.

Az[2.1.11.| definici6 alapjin egy blokkrendszert négyzetesnek neveziink, ha b = v. A kovet-

kez0 tétel osszefoglalja a négyzetes blokkrendszerekre vonatkozé dsszefiiggéseket.

2.4.25. Tétel. [26| 4.1.4. tétel]
Ha egy blokkrendszerben k < v, akkor a kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

1. b=,
2. r=k,
3. bdrmely két blokk \ pontban metszi egymdst,

4. bdrmely két blokk metszete ugyanakkora.

BIZONYITAS. A kovetkezmény alapjan vr = bk, ebbdl azonnal kivetkezik az 1. és 2.
ekvivalencidja.

Ha r = k, akkor az M illeszkedési matrix négyzetes, vagyis M J = JM. Ekkor az M-
re és a blokk szomszédsagi M7T M matrixra fenndll, hogy M (MTM) = (MTM)M, azaz
MMTM = MTMM. Mivel MT M determindnsa nem 0, igy M determindnsa sem lehet 0,
azaz van inverze, tehdt beszorozhatom az egyenletet jobbrol M ~1-zel. Amibdl kovetkezik,
hogy MMT = M7TM, ez éppen azt jelenti, hogy a blokkrendszer dudlisa is blokkrendszer,
azaz barmely két blokknak A k6zos pontja van. Tehat 2. = 3., amibdl pedig természetesen
kovetkezik a 4.

Végiil, ha minden blokk metszete ugyanakkora, akkor a dudlisa is blokkrendszer. Az eredeti
rendszerre alkalmazva a Fisher-egyenl6tlenséget azt kapjuk, hogy b > v, ha pedig a dudlisra,
akkor b < v, vagyis b = v. Tehdt a 4.-b6l kovetkezik az 1.

Igy barmely két allitds ekvivalens. .

A 2.4.24 | kovetkezményben lattuk, hogy ha a blokkrendszer illeszkedési métrixa M, akkor
det(MM7T) = rk(r — X\)*~!. Négyzetes blokkrendszer esetén k = r, igy a determindnsra fenn-
all, hogy det(M M?) = k?(k — \)"~!. Ha felhasznaljuk, hogy madtrixnak és transzponaltjanak

v—1

determindnsa megegyezik, megkapjuk, hogy (det(M))? = k?(k — \)
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2.4.26. Kovetkezmény. [26, 6.1.1. korollarium]
Ha létezik négyzetes (v, k, \)-blokkrendszer, akkor (k — \)""! négyzetszdm.

2.4.27. Definicié. [26] 6.1.2. definicid]
Négyzetes (v, k, \)-blokkrendszerre az n = (k — ) mennyiséget a blokkrendszer rendjének

nevezzik.

2.4.28. Allitas. [26, 6.1.3. 4llitds]
A D négyzetes (v, k, \)-blokkrendszerre 4n — 1 < v < n? +n + 1.

BIZONYITAS. A[2.4.19.|4llitasbdl tudjuk, hogy A(v — 1) = r(k — 1), ezt atrendezve és r = k-t
felhasznalva megkapjuk, hogy

k(k —1) (k—MN(E—A—1) 20k N> )\
- 7 1 = _—_—— — 1=
S X A U W
n(n—1) n(n—1) n(n—1)
= ok = 9k — RS
vt k— X\ T (k—XA)+ A )

A kapott egyenl&séget A-val szorozva és dtrendezve egy masodfoku egyenletet kapunk A-ra:

+2n 4+ A

U:n(nT_D—i—anL)\

M =n(n—1)+2n\ + \°
0=\ +X2n—v)+n(n—1)
v—2n++/(2n —v)2 —4n(n — 1)
2
Tudjuk, hogy A > 1, hiszen barmely két pont legaldbb egy kozos blokkra illeszkedik. Ebbdl
kovetkezik, hogy

Ao =

v—2n4+/(2n —v)? —4n(n — 1) > 2
v—2n—2>4/(2n —v)2 —4n(n — 1)

Négyzetre emelés, zarojelfelbontds és Gsszevonds utdn:

n?+4—4v+4n >0
n4+n+1>0

Ezzel megkaptuk a keresett felsd becslést.
A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa nemnegativ, hiszen \ pozitiv egész szam, azaz megkap-
juk, hogy
(2n —v)? —4n(n—1) >0
(2n —v)? > 4n(n — 1)
(v—2n)2>4n® —4dn=(2n - 1) - 1
(v —2n)* > (2n — 1)?,
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hiszen n > 1 esetén a két négyzetszam kiilonbsége nagyobb 1-nél. Ha felhaszndljuk, hogy
v > 2n és 2n > 1, megkapjuk a keresett alsé becslést:
v —2n| > |2n — 1]
v—2n>2n—1

v>4n—1 u

A kovetkezd tétel egy altaldnos sziikséges feltételt ad négyzetes blokkrendszerek 1étezésére.
A tétel bizonyitdsa algebrai fogalmakra épiil, megértése a jatékkészités szempontjabdl nem re-

levans, igy terjedelme miatt nem targyalom. Megtaldlhat6é Szonyi jegyzetében [26] 6.1.5. tétel].

2.4.29. Tétel. (Bruck-Ryser-Chowla) /26| 6.1.5. tétel]
Tegyiik fel, hogy létezik négyzetes (v, k, \)-blokkrendszer.

1. Ha v pdros, akkor n = k — \ négyzetszdm.

2. Ha v pdratlan, akkor a 2* = (k — \)z* + (—1)%1)\3/2 diofantoszi egyenletnek van nem-

trividlis egész megolddsa.
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3. Projektiv sikok

Ebben a fejezetben attekintem dltaldnosan a projektiv sikokat, ismertetek egy konstrukciot,
amellyel mar tudunk jatékot késziteni. (Egy mdsik konstrukcidt is ismertetek az[5| fejezetben.)
Végiil roviden attekintem a parcialis projektiv sikokat, melyek segitségével olyan paraméterek-
re is tudunk hasonlé tipust jatékot késziteni, amelyekre projektiv sikokkal nem lehet. Ezek
kevésbé szimmetrikus jatékok lesznek, de oktatasi felhasznalds és jaték szempontjabol 1ényeg-
telen. A fejezethet felhasznaltam Szdnyi jegyzetének [26] 1.1. fejezetét, Colbourn és Dinitz
konyvének [4] VI1.2.1. fejezetét, Assmus és Key konyvének [ 1] 3.2. fejezetét, valamint Kiss és
Szonyi konyvének [22] 1. fejezetét.

3.1. Projektiv sikok altalanosan

3.1.1. Definicié. [26] 1.1.1., 1.1.2. definicidk]
Vegyiink egy II nemiires halmazt, és egy A halmazt, mely a II bizonyos részhalmazainak hal-
maza. II elemeit pontoknak, A elemeit egyeneseknek mondjuk. A (II, A) part projektiv siknak

nevezziik, ha teljesiil rd az alabbi hdrom axidéma:
1. II barmely két pontjdhoz egy és csak egy olyan egyenes taldlhat6, amely mindkett&t tar-
talmazza.

2. A barmely két egyeneséhez egy és csak egy olyan pont van Il-ben, amelyet mindkét

egyenes tartalmaz.
3. Létezik négy olyan pont II-ben, amelyek koziil semelyik harmat nem tartalmazza egy
egyenes.

A projektiv sik véges, ha a kdvetkez$ axidma is teljesiil:

4. Van olyan A-beli egyenes, amely ¢ + 1 pontot tartalmaz.

Abban az esetben, ha a 4. axidéma is teljesiil a projektiv sikot q-adrendiinek mondjuk és teljesiil-
nek az aldbbi tulajdonsdgok. Ezt a dolgozatban nem bizonyitom, megtalalhat6 Kiss és Szonyi
konyvében [22, 1.7. Tétel].

* minden egyenesnek ¢ + 1 pontja van,

* minden pontot g + 1 egyenes tartalmaz,
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* a pontok és az egyenesek szdma ¢* + g + 1.

A blokkrendszereknél mér lattuk, hogy egy négyzetes (¢°> +q+ 1, ¢+ 1, 1)-blokkrendszer ép-
pen egy g-adrendi projektiv sik. A négy axiomdban, ha felcseréljiik a pontokat és egyeneseket

ugyanugy projektiv sikot kapunk, val6jdban az eredetinek a dudlisdt.

3.1.2. Példa. A példéaban latott Fano-sik az axidma rendszer jellegzetes modellje. Ebben

az esetben ¢ = 2, azaz 7 pontbol és 7 egyenesbdl dll. Késdbb a[3.2.4] példaban lathatjuk, hogyan

épiil fel véges test segitségével és hogyan készithetd belSle jaték.

A Bruck-Ryser-Chowla tételt alkalmazzuk a négyzetes (¢*>+q+1, ¢+1, 1)-rendszerekre
és vizsgaljuk meg, milyen paraméterekre 1étezhet. Ha A\ = 1, akkorazn = k — A\ = q.
A v = ¢* + ¢ + 1 mindig pdratlan, hiszen ¢ paritasitdl fiiggetleniil ¢> + ¢ pdros. Vagyis
a tételnek csak a 2. részébdl kaphatunk eredményeket. Nézziik, hogyan alakul az egyenlet:

q2+q 2

2?2 =qr? + (=1) 2 y> A —1 kitevGjét vizsgaljuk meg:

¢+

q=0vagy3 (mod4)= 1 paros = y egyiitthat6ja + 1

@ +q

g=1vagy2 (mod4)= paratlan = y egyiitthatéja — 1

Abban az esetben ha az y egyiitthat6ja —1, akkor az egyenlet alapjan ¢ el64ll két négyzetszam
Osszegeként. A 6 nem 4ll eld két négyzetszdm Osszegeként, igy nem létezik 6-odrendi projekt-
iv sik. A 10 elddll két négyzetszam Osszegeként, azonban nem létezik 10-edrendl sem. Ezt
szamitogéppel igazolta Lam, Thiel és Swiercz [17]. Ezzel azt is megkaptuk, hogy a Bruck-

Ryser-Chowla tétel sziikséges, de nem elégséges feltétel.

Osszefoglalom tdbldzatban a lehetséges kartyajatékok paramétereit. Az n = g-adrendi pro-
jektiv sikkal » = ¢ + 1 szimb6lum lesz egy kdrty4n, valamint 6sszesen v = ¢* + ¢ + 1 kartya és

szimbdlum lesz.

13
21
31
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73
91 10
133 12
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A projektiv sikokat is leirhatjuk illeszkedési matrixszal, azaz ha egy pont illeszkedik egy
egyenesre, akkor a matrixba 1-et frunk a megfeleld helyre, kiilonben 0-t. Ezekbdl a alfeje-

zetben latott médszerrel el tudjuk késziteni a kartyajatékunkat.

3.2. Konstrukcio véges testtel

A kovetkezOkben attekintem, hogyan lehet véges testbdl projektiv sikot 1étrehozni. Ezek-
hez sziikségiink van néhany algebrai ismeretre, melyek szerepeltek az algebra eldaddsokon, igy
az eredmények tobbségét az egyetemi algebra jegyzeteimbdl vettem, de precizebben és sokkal
részletesebben megtaldlhatéak Kiss Emil konyvének [14] 6. fejezetében. A projektiv sikok ko-
ordinatazasihoz felhaszndltam Colbourn és Dinitz konyvét [4, VIL.2.1.], Assmus és Key konyvét

[1} 3.2.], valamint Szonyi jegyzetét [26, 1.1.].

Egy véges test elemszamardl tudjuk, hogy primhatvany és forditva minden ¢ = p” primhat-
véanyra létezik ¢ elemd test izomorfia erejéig egyértelmien. A g = p” elemd testet GF(g)-val
jeloljik, amely a Galois field elnevezésre utal. Abban az esetben, ha h = 1, azaz prim elem-
szamu a test, akkor a test a modulo p maradékosztalyokbdl all, tehdt modulo p szdmolhatunk
a testben. A GF(p") egy h dimenziés vektortér GF (p) felett, ezt a véges test konstrualdsanal
fogjuk felhaszndlni.

Miel6tt véges testre megprobalunk projektiv sikot épiteni fontos az elején tudatositani, hogy
a konstrukci6 sordn absztrakt fogalmakat haszndlunk. El kell rugaszkodni attdl, hogy a pontra
ugy tekintiink, mint az euklideszi térben egy koordinatakkal egyértelmtien megadhat6 ,,potty™.
A projektiv sik pontja lehet barmilyen eleme az alaphalmaznak, lehet egy szam, egy alma,

barmi.

Tekintsiink egy 3 dimenzids V' vektorteret a GF(q) véges test felett. Definidljuk P és L
halmazokat: P = {1-dimenzids alterek}, £ = {2-dimenzi6s alterek} és P € P, | € L esetén
PIl < P C l. Ekkor vizsgéljuk meg teljesiilnek-e a definicidban leirt axiomak (P, L)-

re.

1. Axiéma: (VP # P, e P) (3Nl el): Pel,Pel
Az | = (P, P,) feszitett altér 2-dimenzids, hiszen P, # P,, igy | € L és természetesen
P, € I,P, € . Ha létezik ', melyre P, € I', P, € ', akkor (P, P5) C I’, amibdl pedig
kovetkezik, hogy | = (Py, P») = I, vagyis [ egyértelmdi.

2. Axiéma: (Vl; #lo € L) (AP eP): Pely,P e ly
Legyen P = [; N[y, ekkor (I; Uly) =V, tehét a dimenzidja 3, igy a dimenzi6tétel alapjan
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Vagyis dim(l; Nly) = 1, tehdt [; NIy = P € P. Vagyis ezzel azt is belattuk, hogy csak egy
ilyen P 1étezik.

3. Axiéma: 3Py, Py, P3, Py € P, amelyek koziil semelyik hdrmat nem tartalmazza egy [ €
L sem. Legyen P, = ((1,0,0)),P = ((0,1,0)), P = ((0,0,1)), P, = ((1,1,1)) (ezek
GF(2)-ben is 1éteznek). Azt szeretném beldtni, hogy semelyik 3 nincs benne egy 2-dimenzids
altérben, vagyis (P, Pj, Py) = V. A P, P, P5-r6l tudjuk, hogy bazist alkotnak V'-ben, azaz
rdjuk teljesiil. Kéne még, hogy P, mellé barmely kett6t valasztjuk, akkor is bazist kapunk V-
ben. Legyen {i, j, k} = {1, 2,3}, ekkor P, — P, — P; = P, vagyis D, € (P, P;, P,) tehét ez is

bazis.

Tehdt (P, L) a GF(q) testre épitett projektiv sik. Ekkor P elemeit pontoknak és £ elemeit
egyeneseknek nevezziik. Nézziik, hogyan irhatjuk le ezeket. A P € P pont a V' 1-dimenzids
altere, ennek vessziik egy tetszbleges elemét és azzal reprezentdljuk P-t. Vagyis ekkor P-t
lefrhatjuk az (z,y,z) € {V'\ (0,0,0)} reprezentassal, de ekkor leirhatjuk (', 4/, 2’)-vel is, ha
N (x,y,2) = (A2, My, \2'). Vezessiik be a projektiv sik pontjainak homogén koordinatiit,
legyen (z:y: z) = {(Azx, Ay, \z) | A € GF(q) \ {0}}. Ekkor viszont még mindig nem tudjuk
egyértelm@ien megadni a P-t, mert példdaul (2:1:0) = (4 : 2: 0). Ahhoz, hogy ezt elkeriiljiik,
normaljuk a homogén koordinatdkat, azaz ugy irjuk le a pontokat, hogy mindig az utols6 nem

nulla koordinata 1 legyen. Tegyiik fel, hogy x,y € GF(q), ekkor a pontok az alédbbiak lehetnek:

e (z:y:1),azilyen pontok szdma: ¢
* (x:1:0), az ilyen pontok szdma: ¢

* (1:0:0), az ilyen pontok szdma: 1

Vagyis lefrtuk homogén koordindtakkal a ¢® + ¢ + 1 darab pontot.

Az L elemeinek lefrdsdndl hasonl6an jarhatunk el. Az | € L egy 2-dimenziés altere V-
nek, vagyis ezt meghatdrozzdk a normdlvektorai. Vegyiink egy tetsz6leges normdlvektort és
azzal reprezentdljuk [-t. A # 0 € GF(q) esetén n és An ugyanazt az alteret hatdrozza meg:
| =nt ={z:2-n =0} Vezessiik be a projektiv sik egyeneseinek homogén koordinatait,
legyen [a : b : ] = {(Aa, Ab,\c) | A € GF(¢) \ {0}} = {z : z- (a,b,¢) = 0}. Normdlas utdn
megkapjuk az Gsszes egyenest:

* [a:b: 1], az ilyen egyenesek szdma: ¢*
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* [a:1:0],azilyen egyenesek szdma: g

e [1:0:0], az ilyen egyenesek szama: 1

Legyen P = (z : y : z) tetszGleges pont, és | = [a : b : ¢] tetszGleges egyenes. Ekkor

Pel & ar+by+cz=0.

Ezzel belattuk az alabbi tételt.

3.2.3. Tétel. [26, 1.1.3. tétel]
Homogén koordindtdk segitségével az GF(q) véges testre épithetiink projektiv sikot, melyet
PG(2, q)-val jeléliink.

3.2.4. Példa. Nézziik meg, hogyan épithetiink GF (2)-re projektiv sikot. Legyen V' 3-dimenzids
vektortér GF(2) = {0, 1} felett. A 2-dimenziés altereknek 4 eleme van, a nulla elem, két line-

arisan fiiggetlen vektor és ezek 0sszege. Vagyis ekkor

VvV ={(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}

P = {{(0,0,0),(1,0,0)},{(0,0,0),(0,1,0)},{(0,0,0),(0,0,1)},{(0,0,0), (1,1,0)},
{(0,0,0), (1,0,1)},{(0,0,0), (0,1, 1)}, {(0,0,0), (1,1, 1)}}

£ = {{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)},{(0,0,0), (1,0,0), (0,0,1), (1,0,1)},
{(0,0,0),(1,0,0), (0,1,1), (1,1, 1)}, {(0,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), (0,1, 1)},
{(0,0,0),(0,1,0), (1,0,1), (1,1, 1)}, {(0,0,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,1, 1)},
{(0,0,0), (1,1,0),(1,0,1), (0,1,1)}}

Igy ezekkel a tétel szerint a PG(2,2) projektiv sikot kapjuk, melyet Fano-siknak neveziink.
Ekkor ¢®> + ¢ + 1 = 7, tehit a projektiv siknak 7 pontja és 7 egyenese lesz. Allitsuk el§ a
pontokat és egyeneseket a homogén koordinatakkal:

P(0:0:1) [1{0:0:1]
Py(0:1:1) lo[0:1:1]
P3(1:0:1) I3[1:0:1]
Py(1:1:1) If1:1:1]
Ps(0:1:0) 5[0 :1:0]
Ps(1:1:0) lg[1:1:0]
P;(1:0:0) lz[1:0:0]

Erdekes meggondolni, hogy itt eléfordulhat, hogy egy vektor meréleges 6nmagdra. Legyen
n=1[1:0:1],ekkornt = {[0:1:0],[1:0:1],[1:1:1]}. Vagyis n € nt, de ez nem okoz

problémat a sik konstrukcidjdba.

25



Nézziik, ha megvan a projektiv sik, hogyan 4ll eld az illeszkedési matrixa. Az illeszkedési
matrixhoz minden pontot minden egyenessel Ossze kell vetni, hogy illeszkedik-e, ha igen 1-et
frunk a métrixba, kiilonben 0-t. Két példat mutatok erre, majd megadom a métrixot.

Nézziik a P3(1:0: 1) pontot és [g[1 : 1 : 0] egyenest.
1-140-14+41-0=140+0=1
Vagyis a P; ¢ g, azaz a matrixba 0 kertil. A Py(1:1:1)és3[0:1: 1] esetén:

1-041-141-1=04+1+1=0 (mod 2)

Vagyis a P, € l,, azaz a métrixba 1 keriil. fgy végigszdmolva, az alabbi illeszkedési matrixot

kapjuk (az i. oszlop az i. pontot jeldli, a 5. sor pedig a j. egyenest):

00001T1T1
0101001
0011100
0110010
1010001
1001010
1100100

Eldallitom a sziikséges véges testeket, melyekre késobb is sziikségiink lesz még. A jaték
szempontjabodl ezekre a primhatvanyokra van sziikségiink: 4, 8,9. A kovetkez6 a 16 lenne, de
az azt jelentené, hogy 17 szimbd6lum keriil egy kartydra, ami oktatdsi céllal mar szerintem nem
sziikséges. A testek konstrudldsahoz sziikségiink van algebrai eszkdzokre, ezeket a példakon

keresztiill bemutatom.

3.2.5. Példa. A GF(4) testet szeretnénk megkonstrudlni, ez egy 2-dimenzids vektortér GF(2)
felett, hiszen 4 = 22. Ehhez keresniink kell egy irreducibilis polinomot GF(2) felett, mely ma-
sodfokd. Mdsod- és harmadfoku polinomok esetén pontosan azok irreducibilisek, melyeknek
nincs gyoke. GF(2)-ben ezt konny( ellendrizni, hiszen a lehetséges gyokok a 0 és 1. Elkezdem

vizsgélni a masodfoku polinomokat:

2 — 0% =0, van gyoke, nem irreducibilis

2?24+1—1241=0 (mod 2), van gydke, nem irreducibilis

?+r+1—0"4+0+1=1; 1>+1+1=1 (mod 2), nincs gyoke, irreducibilis
Vagyis a GF(4) = GF(2)[z]/(z* + = + 1). Nézziik, hogyan dllnak el§ a test elemei. Az

irreducibilis polinommal maradékosan osztva megkapjuk, hogy a test elemei (az + b) alakiak:
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f(x) = (2% + x + 1)g(z) + (ax + b). Vagyis GF(4) = {0,1,z,z + 1}. A testbeli szorzdshoz

pedig az alabbi észrevételt hasznalhatjuk:
?+r+1=0(mod2) < 2*=-z-1=1+1 (mod 2).

[gy példaul z(z + 1) =2+ =2+ 1+ =20+1=1éa+(x+1)=20+1=1.
A GF(4) szorzétablaja megtalalhat6 a[B.1} mellékletben.

3.2.6. Példa. Most allitsuk €l a 8 elemdi testet, 8 = 23, igy GF(8) egy 3-dimenzids vektortér
GF(2) felett. Hasonl6an az el6z6 példdhoz, keresek egy harmadfoku irreducibilis polinomot

modulo 2.

> — 0% =0, van gyoke, nem irreducibilis
24+1—134+1=0 (mod 2), van gyoke, nem irreducibilis

P rr4+1—0+0+1=1;1°+1+1=1 (mod 2), nincs gydke, irreducibilis

gy a GF(8) = CF(2)[x]/(2® + = 4+ 1). Az irreducibilis polinommal maradékosan osztva
f(z) = (23 + z + 1)g(z) + (az® + bx + ¢), azaz a test elemei (ax? + bz + c) alakdak. Tehat
GF(8) ={0,1,z,z+1,2%, 2% + 1,2% + z, 2% + & + 1}. Végiil a szorzds itt is leegyszerlisodik,

hiszen
??+2+1=0 (mod2) & 2*=-z-1=2+1 (mod?2).

A GF(8) szorzétablaja megtalalhaté a[B.2] mellékletben.

3.2.7. Példa. Végiil konstrudljuk meg a 9 elemd testet, ekkor 9 = 32, vagyis GF(9) egy 2-
dimenziés vektortér GF(3) felett. Keressiink egy mdsodfokd irreducibilis polinomot modulo
3.

z? — 0* = 0, van gyoke, nem irreducibilis

??+1—02+1=1;1*+1=2;2°+1=2 (mod 3), nincs gyoke, irreducibilis

Tehdt GF(9) & GF(3)[z]/(z* 4+ 1), f(z) = (2* + 1)g(z) + (ax + b), vagyis az elemei (ax + b)
alakdak. Igy GF(9) = {0,1,2,z,2 + 1,z + 2,2z,2z + 1,22 4+ 2}. A szorzishoz pedig
alkalmazzuk az alabbi kongruenciat:

224+ 1=0 (mod 3) <« 2?=2 (mod 3).
A GF(9) szorzétablaja megtalalhat6 a[B.3] mellékletben.
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3.2.8. Példa. A 4 elemii testre épitett projektiv sikhoz is megadom a pontokat és egyeneseket.
Legyen V' 3-dimenzids vektortér GF(4) felett, ahol GF(4) = {0,1,z,z + 1}. A tétel
alapjdn erre a PG(2, 4) projektiv sik épiil. Ekkor ¢* + ¢ + 1 = 21, tehdt a projektiv siknak 21

pontja és 21 egyenese lesz.

0:0:1
1

o O
8
—

1:0:1
1:1:1
l:z:1

TSI

( )
( )
( )
0:x+1:1)
( )
( )
( )

o~
—_
@)

o~ S~ o~ S~ o~~~
[« ot =~ w [\
S © o
S S
+
N e

o~
5

—_

)
=

P(l:z+1:1)
Py(x:0:1)

Nézziink egy példat a szorzdsra, vegyilk a Pio(x : x +1: 1) pontot és [g[1 : =+ 1 : 1] egyenest.

z-l+(x+1)-(r+1)+1-1l=a+2°+22+1+1=z+2°=z+1+1=1 (mod 2)

Vagyis a Py ¢ lg, azaz a mdtrixba 0 keriil, igy folytatva megkapjuk az illeszkedési matrixot.
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4. Bisikok

Ebben a fejezetben attekintem a Gemini jatékhoz sziikséges bisikokat, ismertetek hozzdjuk
két konstrukciét, majd bemutatom, hogyan tudunk ezekbdl jitékot késziteni. (Egy tovabbi
konstrukciét az [5] fejezetben is lithat6.) A fejezetben tobbnyire Szdnyi jegyzetébdl [26] a
6.3. fejezet felépitését kovetem, valamint felhaszndlom a 8. fejezetet.

4.1. Bisikok altalanosan

A négyzetes (v, k, 2)-blokkrendszert bisiknak nevezziik. A bisik rendje n = k — 2, a pontok
szdma megegyezik a blokkok szdmdval, amelyeket ki tudunk fejezni k-val a [2.4.19. allitds

segitségével.

(v —1)

b= o)

~ 2u(v—1)

 k(k—1)

k(k—1)

B _ﬁ

k(k—1
U:T—i—l

A projektiv sikok esetében, ahol A = 1, lattuk, hogy végtelen sok struktira l1étezése bizonyitott.
A )\ = 2, azaz a bisikok esetében jelent6sen kevesebbet tudunk, csak néhany k-ra bizonyitott a
1étezés. Pontosan egy bisik 1étezik £ = 3,4, 5-re, harom nem-izomorf bisik k£ = 6-ra és négy
k = 9-re. Tovabba k = 11-re pontosan 6t bisik van [13]], mig £ = 13-ra ismeriink kett6t, de
nem tudjuk ezekre a paraméterekre van-e tobb. Ezek a ma ismert bisikok és csak sejtés, hogy
véges bisik létezik. [26] 6.3. fejezet]

A kordbban kimondott, négyzetes blokkrendszerekre vonatkozé feltételek természetesen itt
is érvényesek. Ezek koziil kiemelem a [2.4.29] Bruck-Ryser-Chowla tételt, mely a négyzetes
blokkrendszer 1étezésre vonatkoz6 sziikséges feltételt ad. A tételben feltétel, hogy v pératlan,

k(k—1) k(k—1)
2

ami jelenleg azt jelenti, hogy v = ==— + 1 pératlan, vagyis —— péros. Ekkor k vagy k — 1

oszthaté 4-gyel, azaz k = 0 vagy 1 (mod 4).

4.1.1. Kovetkezmény. [26] 6.3.1. korollarium]
Ha k = 2 vagy 3 (mod 4), akkor n = k — 2 négyzetszam kell legyen.
Ha k = 0 vagy 1 (mod 4), akkor az

k(k—1)

> = (k—2)y* + (-1)" 1 22°
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diofantoszi egyenletnek van nemtrividlis egész megoldasa.

Ennek kovetkezménye, hogy han < 11, akkor n értékei az 1,2, 3,4,7,9, 11 lehetnek. A kovet-
kez0 tdblazatban l4thatd, hogy adott rendd (n) bisik esetén hdny kartyét (v) tudunk késziteni és

egy kartydn hdny szimbdlum (r) szerepel.

n v o
1 3
2 7 4
3 11 5
4 16 6
7T 37T 9
9 56 11
11 79 13

Az els6 négy esetben nagyon kevés kartyat kapunk, az utolsé hdrom esetben viszont mar hasz-
ndlhaté méretl paklit nyeriink és a szimbdlumok szdma is még kezelhet6. Tehat a generdtorba

ezek az opciok keriiltek bele.

4.2. Konstrukcio grafokkal

A bisikokat dbrdzolhatjuk grafcsalddokkal, ez a mddszer Hussaintdl szarmazik. Tekintsiink
egy B bisikot, egy p pontjdt és B blokkot, mely nem megy at p-n. Ekkor a I'(p) graf csdcsai
legyenek a B pontjai, x,y € B cstucsokat akkor kotjiik 0ssze €éllel, ha az x, y pontokon atmend,
B-tdl kiilonbozd blokk tartalmazza p-t. Ekkor egy egyszeri grafot kapunk B pontjain, hiszen
minden pontpdrt két blokk tartalmaz. Ha vessziik a I'(p) grafokat minden p ¢ B pontra, akkor
a B bisik Hussain grdfjait kapjuk, melyekre az aldbbi tulajdonsdgok érvényesek.

4.2.2. Tétel. [26] 6.3.3. tétel]
Legyen D k-uniform bisik és rogzitsiink egy B blokkot. Ekkor a B-hez tartozo Hussain grdfok

(k—1)(k—2

rendszere az 0sszes p & B pontra van definidlva, igy 5 ) grdfbol dll és eleget tesz az

aldbbiaknak:
1. minden grdf 2-reguldris,
2. két kiilonbozo grdfnak pontosan két kozos éle van.

BI1ZONYITAS. Vegyiik egy tetsz6leges x pontjit valamely grafnak, ez pontosan akkor van ssze-
kotve azy € B ponttal, ha x, y, p egy blokkban vannak. Mivel z és p két kozos blokkban vannak
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benne, ezért két ilyen y-t fogunk taldlni. Igy egy grafban minden cstcs foka 2, azaz 2-reguldris.
Vegyiik a p; €s p; pontokhoz tartoz6 grafokat, a pontok két kozos blokkban vannak benne,
legyenek ezek B; és B,. Ezeknek a B blokkal 2-2 k6z0s pontja van, igy az ezek altal alkotott

élek lesznek a két graf kozos élei. n

4.2.3. Allitas. A tétel megforditdsa is igaz, vagyis ha meg tudunk adni £ ponton Wléﬂ

gréafot, melyek teljesitik a két feltételt, akkor bisikot kapunk.

B1zoNYIiTAS. Tegyiik fel, hogy talaltunk a feltételeknek megfeleld grafcsaladot, melynek csu-
csai: V = 1,2,...,k, a Hussain grafok pedig: H;, ahol : = 1,2,..., (kgl) Nézziik, hogyan
kapjuk meg ebbdl a blokkrendszert.

A pontok a V' elemei és az (i) indexek. Az egyik blokk a V' halmaz, a tobbi blokkot pedig
megkapjuk dgy, hogy barmely {a,b} C V, a # b-hez hozzdvessziik azon (i) indexeket, ame-
lyekre az {a, b} éle H;-nek. Ezeket a blokkokat By, )-vel jeloljiik.

Vizsgaljuk meg, hogy ekkor teljesiil-e, hogy barmely két ponton pontosan két blokk megy
at. Ha a,b € V, akkor egyszerd, mert a €s b pontok a V'-ben, mint blokkban, valamint a By, ;)
blokkban vannak benne. Ha az a € V és (i) pontokon dtmend blokkokat vizsgaljuk, akkor
nézziikk a H;-ben az a-bdl kiindul6 éleket. Ezek legyenek az {a, b} és {a,c} élek (kettS van,
hiszen masodfok reguldris graf), ekkor éppen a By, és By, ) blokkok mennek it az {a, (i)}
pontokon. Végiil, ha az (i), (j) tipusd pontokon dtmennd blokkokat szamoljuk, H; és H; graf-
nak 2 kozos éle van, vagyis az ezekhez tartoz6 blokkok mennek 4t rajtuk.

Ellendrizni kell még, hogy a bisik £-uniform, amivel ekvivalens négyzetes rendszerben, hogy
minden pont k blokkhoz tartozik. Ha vesziink egy a € V' pontot, akkor dtmegy rajta az 6sszes
Byqpy blokk, ahol b € V,a # b. Ilyen b éppen k — 1 van és még dtmegy a V' is, igy Osszesen k
blokkban van benne. Az (i) pontok pedig éppen annyi blokkban vannak benne, ahdny éle van
a H;-nek. Ez pedig k, hiszen a grafban k cstcs van, minden cstics foka 2 és az élek szdma a

fokok 0sszegének fele. n

Ezzel mar meg is kaptuk, hogyan tudunk bisikot konstrudlni. A kovetkezSkben kisebb k
értékekre konkrétan megmutatom hogyan tudunk bisikot konstrudlni. Ha rendelkezésiinkre all
a bisik illeszkedési matrixa, akkor pedig mar kartyapaklit is tudunk készteni a[2.3] alfejezetben

latott modszerrel.

4.2.4. Példa. Tekintsiik a £ = 4 esetet. Ekkor V' =1,2,3,4 és (k_léﬂ = J grafot keresiink,
melyek 2-reguldrisak és mindegyiknek 2 — 2 k6z0s éle van. Ezek konnyen megtaldlhat6ak, az

abran lathato.
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3. dbra. Hussain grafok k& = 4-re

Allitsuk el6 a bisikot. A pontok: 1,2,3,4,(1),(2),(3), azazv = b = 7. A 7 blokkot pedig

megkapjuk az élek megkeresésével:

Bpgy = {1,2,(1),(2)} Bpg = 1{1,3,(2),3)}
By = {1,4,(1),3)} Bragy = 12,3,(1),3)}
Bpogy = {2,4,(2), 3)} Bsay = {3,4,(1),(2)}
vV ={1,2,3,4}

4.2.5. Példa. Vizsgiljuk meg a k = 5 esetet, ekkor a csicsok halmaza: V' = 1,2,3,4,5 és
(k—1)(k—2)
2

ez b csucs esetén azt jelenti, hogy izomorf az 5 hosszu korrel, vagyis Cs-tel, kiillonben ha két kor

= 6 grafbol fog éallni a Hussain grafok rendszer. A 2-regularis grafok korok unidja,

unidja lenne, akkor az egyik legfeljebb 2 csucsbdl allna, amely nem kor (és nem is 2-reguldris).
Tehat minden graf izomorf lesz a C5-tel, a csticsok sorrendje lesz eltérd.
A csucsok szdmozdsa tetsz6legesen megvalaszthatd, igy tegyiik fel, hogy az elsé graf, amelybdl

kiindulunk az dbrén lathat6 graf.

4. ébra. Els6 Hussain graf £ = 5-re

Olyan grafokat keresiink ehhez, amelyekkel két k6zos €le van. Vegyiink két élt, melyek egy
csucsbol indulnak ki, legyen ez az 1-es csucs. Ekkor a 2-es csicsot nem kothetem Ossze a 3-
assal, hiszen akkor tobb kozos €le lenne az eredeti graffal. Szintén nem kothetem Ossze az 5H-tel,

mert akkor lezdrndm a kort, amit mér beldttam, hogy nem lehet. fgy marad a 4-es cstcs.
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5. abra.

Ekkor az 5-6st, ha 0sszekotném a 4-gyel, akkor lezarndm a kort és kimaradt a 3, tehat marad
a 3-as csucs. Ekkor a 4 és 3 csicsoknak kevés a fokszamuk, ezeket kell 6sszekotnom, de igy
3 kozos €le van az eredeti graffal. Tehat arra jutottam, hogy nem vélaszthatunk egy csicsbol
indul6 éleket. Ebben az esetben az eredeti graf 5 é1ébdl kivalasztok egyet és amellé a masodik
élnek mar csak kett6bdl vélaszthatok, mert nem lehet nmaga €s a két végpontjabol kiinduld
élek, azaz 5 - 2. Ekkor viszont minden élparost duplan szamoltam, igy azt kapom, hogy % =5
élpart tudok valasztani, ezekbdl készithetek grafokat. fgy 6 gréfot taldltunk, éppen amennyi kell
a Hussain rendszerhez. Ezeket innen mar konnyd megtaldlni, az dbrdn lathatéak. Ez azt jelenti,

hogy k = 5-re egyértelmii a Hussain graf rendszer, vagyis egyetlen 3-adrendi bisik 1étezik.
4 4 4 4
1 2 1 2 1 2 1 2
4 4
1 2 1 2

6. dbra. Hussain grafok k& = 5-re

Hussain belatta, hogy £ = 6-ra harom nem-izomorf Hussain graf rendszer van. Ezek koziil egy

grafcsaladot ismertetek.

4.2.6. Példa. Ha k = 6, akkor w = 10 gréafot keresiink a V' = 1,2, 3,4, 5, 6 csticsokon.
Ha kiindulok az dbrén lathat6 korbdl, akkor hasonldan a & = 5 esethez itt is észrevehetjiik, hogy

egy csucsbol kiindul6 éleket nem valaszthatok a kovetkezd grafhoz.
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7. abra. Els6 Hussain graf k = 6-ra

Ha a baloldali dbran lathaté mdédon vélasztok két élt, akkor 0sszesen 6-féle grafot kaphatok,

29 £

azaz 7-féle graf van eddig. Ehhez hozzdveszek még 3-at, ahol ,,szemkozti” éleket valasztok

50 i 5 ~ :4
60 3 60 o3

o—=0 o—>O
1 2 1 2

(mint a jobboldali dbran).

8. abra.

Igy kapunk 6sszesen 10 grafot és ellendrizhetd, hogy barmely kettének pontosan két kozos éle

van.
5 4 5 4 5 4 5 4 5 4
GQ:% 6D§G3 6%3 6@3 6 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
5 4 5 4 5 4 5 4 5 4
6 3 6%3 6%3 6%3 6 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

9. dbra. Hussain grafok k = 6-ra

Ismert egy masik mddszer arra, hogyan lehet grafokbol blokkrendszereket konstrudlni, ehhez

az erdsen reguldris grdfokra lesz sziikségiink.

4.2.7. Definicié. [26] 8.1.2. definicid]

AT grifot (n, k, A, 1) paraméterd erGsen reguldris grafnak nevezziik, ha a csicsok szdma n, a
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graf k-adfoku reguldris, két 0sszekotott csics kozos szomszédjainak szama A és két 6sszekotet-

len cstcsé pu.

AT graf szomszédsagi matrixa legyen A, ahol a;; = 1, ha az 7. és j. csticsok kozott van €l,

kiilonben a;; = 0.

4.2.8. Tétel. [26] 8.3.1., 8.3.2. tételek]

Legyen I erdsen reguldris grdf és szomszédsdgi mdtrixa A.

1. Ha 1 = )\, akkor M = A tekinthetd egy négyzetes (n, k, \)-blokkrendszer illeszkedési

mdtrixdnak.

2. Ha p = \+2, akkor az M = A+1 tekinthetd egy négyzetes (n, k+1, \+2)-blokkrendszer

illeszkedési mdtrixdnak.

BIZONYITAS.

1. Az A szomszédsagi matrix szimmetrikus a fGatlora, hiszen iranyitatlanok a graf élei, igy
A = AT, Az AAT mitrix éppen azt adja meg, hogy két csticsnak hany k6zos szomszédja van,
vagyis a f64tléban £ van, hiszen minden csicsnak k& a foka, a tobbi mezén A van, hiszen barmely

két csticsnak A\ kozos szomszédja van. Ezek alapjan
AAT = A% = (k= NI+ \J.

Ekkor az M = A éppen a négyzetes (n, k, )-blokkrendszer illeszkedési matrixa.

2. Az M = A + I-re szintén igaz, hogy M = M?. Felhaszndlom, hogy az I egységmatrix
négyzete onmaga és a vele vald szorzds elhagyhat6. Nézziik, hogyan 4ll el6 ebben az esetben
az AAT = A2 A fé4tléban ismét k van, azokon a helyeken, ahol két nem szomszédos csiics
taldlkozik © = A+ 2 kell, hogy szerepeljen. Ez eddig leirhaté tgy, hogy (k—A—2)I+ (A +2)J,
azonban ha két csucs szomszédos, akkor a A+2 helyett, A kellene. Ezt ki tudjuk ugy kiiszobolni,
hogy levonunk belSle 2A-t, hiszen ez éppen azokon a mez&kon lesz 2, ahol két szomszédos
cstics metszete van. Igy A% = (k — A\ — 2)T + (A + 2)J — 2A. Ezeket felhasznélva az aldbbi
alakra hozhat6 az M MT matrix.

MM" = M?* = (A+ 1) =A*+2A+1=
=(k=A=2)T+A+2)J =2A424+T=(k=X-11+(A+2)J

Ekkor M éppen a (n, k + 1, A + 2)-blokkrendszer illeszkedési matrixa. n
Mi azokat a grafokat keressiik, ahol a blokkrendszer A paramétere 2, hiszen azokbdl lehetnek
bisikok. Tehdta p = A = 2 vagy pedig u = A + 2 = 2, vagyis A = 0 paraméter(i grafok
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kellenek.

Az Ly(4) egy (16,6, 2,2) paraméterd erGsen reguldris graf, valamint a Shrikhande-graf, mely
szintén (16, 6, 2, 2) paraméterd, két nem-izomorf (16, 6, 2)-blokkrendszert adnak, azaz negyed-
rendd bisikokat. A Clebsch-graf (16, 5,0, 2) paraméter( graf szintén egy (16, 6, 2)-blokkrendszret

ad, vagyis ez is negyedrendd bisik. Ezekkel megkapjuk az 6sszes k = 6 paraméter bisikot.

10. dbra. Lo(4) graf, Clebsch-graf [26] 8.1., 8.2. abrak]
€s Shrikhande-graf [21]]

A Gewirtz-graf (56, 10,0, 2) erGsen regularis graf a (56, 11, 2)-blokkrendszert adja, vagyis
egy 9-edrendii bisikot, ennek azonban dbrdja meglehetdsen bonyolult, egyesével leolvasni az il-
leszkedést rengeteg munka lenne. Helyette mds konstrukciéval probdlkozom 9-edrend( bisikra.
A fenti dbréan l4that6 grafok és a Gewirtz-graf is leirhat6é dbra helyett algebrailag, de ezt most

nem részletezziik.

Nézziik, hogyan tudjuk megkonstrudlni a bisikot, ha adottak ezek grafok. A grafnak felirjuk
az A szomszédsagi métrixdt. AJ.2.8]tétel alapjdn az A gréf lesz a bisik illeszkedési matrixa. Ez
azt jelenti, hogy az i. sor a bisik i. pontjat jel5li és a j. oszlop a bisik j. blokkjat. Igy a matrixbl
leolvashatdak az illeszkedések és igy el tudjuk késziteni a bisikra épitett kartyajatékot. Nézziink

egy konkrét példat a métrix felirdsara.

4.2.9. Példa. Az L,(4) graf csiicsait beszdmozom 1-t8l 16-ig és ez alapjan irom fel a szom-

sz€dsdgi matrixot.

® @ 3 0
5 O] @ ®

@ O @

@3 14 B 6

11. dbra. Ly(4) graf szamozott csticsokkal [26] 8.2. dbra felhaszndldsdval]
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Példaul vizsgéljuk meg az 1-bdl kiindul6 élek, mely csicsokba mennek: 2, 3,4, 5,9, 13. Vagyis

a matrix elss sora:

0111100010001000

Mivel a graf élei irdnyitatlanok, igy a szomszédsdgi matrix szimmetrikus, tehat nem kell minden

csticsot végig megvizsgdlni. Igy végignézve megkapjuk a teljes matrixot:

0111100010001000
1011010001000100
1101001000100010
1110000100010001
1000011110001000
0100101101000100
0010110100100010
0001111000010001
1000100001111000
0100010010110100
0010001011010010
0001000111100001
1000100010000111
0100010001001011
0010001000101101
0001000100011110

Ez éppen a bisik illeszkedési matrixat adja, vagyis tekinthetiink a soraira mint kartydk és maris

latjuk, hogy mely szimbdlumoknak kell az adott kértyara keriilni.

4.3. Konstrukcio automorfizmusokkal

Lathatjuk, ahogy nd a k, egyre nehezebb megtaldlni a Hussain grafokat, er6sen reguldris gra-
fokbdl is csak néhdnyat ismeriink, melyekbdl bisikot lehet konstrudlni. A kovetkez6 fejezetben
még bemutatok egy konstrukciét differenciahalmazok segitségével, amikkel konnyen tudunk
projektiv sikot generdlni és néhany bisikot is. A legtobb bisik azonban mar kevésbé szimmet-
rikus, igy azzal a mddszerrel sem adhatok meg. A kartyak elkészitéséhez mas modszert keres-
tem. Colbourn és Dinitz konyvében [4, 11.6.47 Table] minden négyzetes (v, k, \)-struktdrdnak,
melynek létezésérdl tudunk, adott egy megoldds a konstrudldsara. Ahhoz, hogy ezek miikodését

megértsiik, sziikség van még néhany fogalomra, tételre.

A 2.1.2] definiciéban mdr meghatdroztam az automorfizmust, de kicsit még korbejarom ezt
a fogalmat. Az ott definialt automorfizmus azt jelenti, hogy a pontoknak egy olyan permutéci-
0ja az o, mely nem véltoztatja meg a blokkok halmazat, vagyis minden blokkra teljesiil, hogy
{a(b) : b € B} is blokk. Egy D illeszkedési struktira 6sszes automorfizmusa csoportot alkot,
melyet Aut(D)-vel jeloliink. Erre gy is gondolhatunk, hogy ha P a pontok halmaza, akkor Sp
a szimmetriacsoportja, amely a P halmazon értelmezett permutéaciok csoportja. Majd vessziik
azon részcsoportjat Sp-nek, amely rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy barmely blokk képe
szintén blokk. Ez a részcsoport a D struktdra automorfizmus csoportja. Ilyen biztosan 1étezik,

hiszen az identitds ezt teljesiti.
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Egy P pontra Fix(P) jeloli azon automorfizmusok halmazat, amelyek P-t helyben hagy-
jék és hasonléan Fix(B) azon automorfizmusok halmaza, amelyek B blokkot helyben hagy-
jak. Rogzitett « € Aut(D) esetén [{P € P : «(P) = P}| az « fixpontjainak szdma és
{B € B :{a() : b e B} = B}| az « fixblokkjainak szama. A kovetkez§ tétel szerint ezek

szama megegyezik az dltalunk vizsgdlt blokkrendszerekben.

4.3.10. Tétel. [26| 1.2.15. tétel]
Legyen D egy négyzetes illeszkedési struktiira, melynek illeszkedési matrixdnak determindnsa
nem nulla, és legyen o € Aut(D). Ekkor « fixpontjainak szdma megegyezik « fixblokkjainak

szdmdval.

A blokkrendszer egy P pontjanak az orbitja azon pontok halmaza, amelybe az automorfiz-
musok atviszik P-t, azaz {«(P) : a € Aut(D)}, ezt nevezziik pont-orbitnak. A kovetkezd

lemma ezeknek a szamat adja meg.

4.3.11. Lemma. (Burnside-lemma) [26, 1.2.16. lemmal]
Legyen G < Sx permutdcidcsoport X -en. Ekkor

1
G orbitjainak szdma = G Z |Fix(g)|

geG

Egy B blokk orbitja, pedig azon blokkok halmaza, amelyekbe a B eljut az automorfizmusok

4ltal, ez a blokk-orbit. Igy az el6z6 tételbl és ebbdl a lemmabdl kovetkezik az alabbi eredmény.

4.3.12. Tétel. [26| 1.2.17. tétel]
Legyen D olyan négyzetes illeszkedési struktiira, melynek illeszkedési mdtrixanak determindnsa
nem nulla és legyen G < Aut(D). Ekkor G pont-orbitjainak szdma megegyezik a blokk-orbitok

szdmdval.

Abban az esetben, ha az automorfizmus csoport specidlisan tranzitiv a pontokon és blokko-
kon, akkor elég megadni egy blokkot és a csoportot. Ezekbdl megkaphatd az 6sszes blokk,
vagyis roviden leirhat6 a blokkrendszer. Valgjaban ilyen konstrukciét fogunk l4tni a kdvetkezd
fejezetben.

Ahogy mér emlitettem, nem mindig ilyen egyszer a helyzet, hiszen ez csak a szép szimmet-
rikus tulajdonsdgokkal rendelkezd blokkrendszerekre miikodik. Lehet olyan, hogy a pontok,
illetve blokkok tobb orbitra is bomlanak. Ez azt jelenti, hogy lehetnek példaul olyan blok-
kok, amelyekhez nem létezik automorfimus, amely egymdsba vinné azokat. Ebben az esetben
minden blokk-orbitb6l meg kell adnunk egy blokkot és azokat az automorfizmusokat, amelyek
ebbdl a blokkbdl az dsszes tobbit eldallitjdk az adott orbitban. Ezzel a médszerrel még viszony-

lag tomoren lefrhatdak a blokkrendszerek.
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4.3.13. Példa. Nézziink egy példat Colbourn és Dinitz konyvébdl [4, 11.6.47 Table], hogyan
lehet megadni a 9-edrendii bisikot. Jeloljiikk az 56 pontot indexelve, vagyis a szdmok 1-t8l 8-ig
mennek és az indexek modulo 7, azaz 0-tdl 6-ig, igy a pontok halamza:

{10, 20, ---80, 11,21, ..., 84, ..., 16, 26, ..., 86 }
A megadott két blokk:

{11,292, 34,41, 52,64, 70, T3, 75, 76, 80}, { 12, 15, 20, 25, 31, 36, 4o, 41, 46, 71, 86 }
Ezekhez pedig hdrom automorfizmus van megadva, ezek elég hossziak, ezért [ [-mal adom

meg, amely az automorfizmuscsoporbeli szorzasra vonatkozik.

oo

P = H(]O Il ]2 ]3 14 [5 IG)
I=1
6

g = H ((1z 221' 341)(41 52i 640(71 721' 741)(81 821' 841)) (indexek mod 7)

=0
6
7 =] ] ((1i 46:)(2: 56:)(3; 66:)(7: 85:)) ~ (indexek mod 7)
i=0
Tehat ha ezeket az automorfizmusokat alkalmazzuk a megadott blokkokra, majd az djonnan
kapott blokkokra is, akkor elébb-utébb megkapjuk az 56 blokkot. En ezeket a programom
segitségével generaltam ki, megtaldlhatok a[C.2] mellékletben.

Nekem ezen kiviil 7-ed és 11-edrendi bisikokra van sziikségem. A 7-edrendlinél adott egy
alap blokk és annak a permutacidival modulo 37 megkapom az Osszes blokkot. Ezt a konst-
rukciot a kovetkezd fejezetben is latni fogjuk. A 11-nél hasonléan van megadva, mint 9-re,
ugyanugy kell eljarni. Egyértelmd, de fontos, hogy a blokkokban a pontok sorrendje nem sza-
mit, igy én azzal kezdtem a bisikok generdldsat, hogy rendeztem a blokkokat. Ezek utin pedig
minden mar meglévd blokkra alkalmaztam az 0sszes automorfizmust, ha 4j blokkot taldltam,
akkor bevettem a blokkokhoz, kiilonben figyelmen kiviil hagytam. Ezt egészen addig folytatta a
programom, amig meg nem taldlta a megfeleld szamu blokkot. Végiil a programom visszaadta
melyik kértyara, mely pontoknak, vagyis szimbélumoknak kell keriilniiik. A generalt blokkok
megtaldlhatSk a [C] mellékletben. Az ezek alapjan elkészitett illeszkedési matrixok pedig a

mellékletben.
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5. Konstrukciok differenciahalmazokkal

Tekintsiink at egy mdsik lehetséges moddszert, amellyel négyzetes blokkrendszereket lehet
konstrudlni, azaz projektiv sikokat és bisikokat is. Ehhez a differenciahalmazokra lesz sziik-
ségiink. Ezek segitségével konnyen tudunk véges projektiv sikot generdlni, kisebb szdmokra
akdr kézzel, segédeszkozok nélkiil, nagyobb szdmokra pedig viszonylag egyszerlien szamito-
gép segitségével. A fejezet alapvetden Szonyi jegyzetének [26] 9. fejezete alapjan épiil fel. A
megértéshez felhaszndltam Assmus €s Key konyvének [[1] 6.5. és 6.6. fejezetét, valamint néhany
eredményt Colbourn, Dinitz konyvébdl [4, VI.18.73 Table] és Kiss, Szonyi konyvébdl [22, 1.

fejezet].

5.1. Differenciahalmazok

5.1.1. Definicié. [26], 9.1.1. definicid]

Legyen G additivan irt véges Abel-csoport. A D C G részhalmazt (v, k, \) differenciahalmaz-
nak nevezziik, ha |G| = v, |D| = k, és minden 0 # g € G-re pontosan \ olyan d,d’ € D par
van, melyre d — d’' = g.

Tehat példaul G = Z,-re egy differenciahalmaz azon szdmokat tartalmazza, amelyek kii-
lonbségeként eldall az 6sszes szam modulo n, azaz a 0, 1, ...,n — 1 szdmokkal kongruensek a
kiilonbségek. Minden kiilonbséget A-szor kapunk meg a differenciahalmazbdl, ekkor A-szoros
differenciahalmazunk van. Ha D differenciahalmaz, akkor Vg € G-re D—g ={d—g:d € D}

is persze differenciahalmaz.

5.1.2. Példa. Nézziikk meg a G = Z; és A = 1 esetet.

Ekkor az alaphalmazunk G = {0,1,2,3,4,5,6}, ezeket szeretnénk megkapni egy differencia-
halmaz segitségével. Erdemes a D halmazunkat a 0, 1 szimokkal kezdeni, hiszen az 1-et is meg
kell kapnunk kiilonbségként. Ezzel a 6-ot is megkaptuk, hiszen 0 — 1 = —1 = 6 (mod 7). K6-
vetkezd 1épésben elddllitom a 2-t. Vdlaszthatndm a halmazban kovetkezd elemnek a 2-t, hiszen
2 — 0 = 2, azonban akkor tdjra el6dllna az 1, mint 2 — 1 = 1, amit nem szeretnénk. Helyette

vdlasztom a 3-at, igy 3 — 1 = 2. Ezzel megkapjuk az 6sszes hidnyzo elemet:

0-3=-3=4 (mod7)
1-3=-2=5 (mod7)
Tehdt taldltunk egy differenciahalmazt: D = {0,1,3}. Ha az elején mds szdmokat valasztok

mds halmazt kaptam volna meg, példaul {1, 2, 4} vagy {3, 5, 6}, ezekkel ugyanigy megkapnank
a G halmazt, hiszen D eltoltjai: D + 1, D + 5.
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A példaban lathattuk, hogy a differenciahalmaz nem egyértelm, Z,, esetén tekinthetjiik a
szamokat, mint pontokat egy koron, ekkor egy halmaz elemeinek viszonya, vagyis a kiilonbsé-
gek forgatdssal és tiikrozéssel nem véltoznak. Igy a differenciahalmazokkal ciklikusan repre-
zentalhatjuk a blokkrendszereket. Ezaltal minden ciklikus projektiv sikhoz létezik differencia-

halmaz.

12. abra. Fano-sik ciklikus abrazolasa

Vegyiink egy D négyzetes blokkrendszert és ennek egy (G automorfizmus-csoportjiat. A
G < Aut(D) Singer-csoport, ha |G| = v, és G-nek egyetlen pont-orbitja van (ekkor a4.3.10.
tétel miatt egyetlen blokk-orbitja van) [26, 9.1.2. definicid].

5.1.3. Tétel. [26] 9.1.3. tétel]
Legyen G v elemii véges Abel-csoport és k < v. Pontosan akkor létezik D C G (v,k,\)
differenciahalmaz, ha létezik olyan D négyzetes (v, k, \)-blokkrendszer, amelynek G Singer-

csoportja.

BIZONYITAS. Legyen D C G (v,k,\) differenciahalmaz. Legyen D(D) az a blokkrend-
szer, melynek ponthalmaza a P(D) = G, blokkjai pedig a D eltoltjai G elemeivel, vagyis
B(B) = {D + g : g € G} és az illeszkedési relaci6 pedig az €. Ezzel D(D) egy négyzetes
(v, k, \)-blokkrendszer, hiszen v pontja van, minden blokk mérete % és barmely két pont pon-
tosan A blokkban szerepel. Tovdbba, ha tekintjikk a {¢, : z — = + ¢, g € G} automorfizmust,
ekkor ez izomorf G-vel és egyetlen pont-orbit van.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy D négyzetes (v, k, \)-blokkrendszer, melynek Singer-
csoportja G. |G| = v és egyetlen pont-orbitja van, igy vegyiink egy tetszSleges p pontot és a
tobbi pontot azonositsuk azzal a g € G csoportelemmel, amely p-t ebbe viszi, vagyis legyen p9.
Vegyiink egy B blokkot és a pontjaihoz tartozé csoportelemek halmaza legyen D. A p és p9 A

kozos blokkban vannak benne, ezeket is azonositsuk a csoportelemekkel, vagyis B9, ..., B9,
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Vizsgéljuk meg, mi kell ahhoz, hogy p? tényleg illeszkedjen ezkhez a blokkokhoz:
P’ € BY & pe (B%)Y ' = B%Y

Most nézziik ez mit jelent p pontra nézve:
pE B e izt = 90 c B

Ez 6sszesen A blokkra teljesiil, vagyis a g csoportelem éppen A-szor 4ll el6 a D-beli elemek
kiillonbségeként, vagyis D egy differenciahalmazt alkot €s mivel a csoportelemekbdl hoztuk

létre igy a D C G is teljesiil. n

Vizsgéljuk meg, hogy van-e tovabbi automorfizmus az elemekkel val6 eltolason kiviil. Ha
taldlunk ilyet, akkor konnyebben tudunk differenciahalmazt keresni. Péld4aul a Fano-sik esetén,
ahol a pontok a 0, 1, ..., 6 és a blokkok a D = {0, 1, 3} eltoltjai, a 2-vel val6 szorzds egy auto-
morfizmus lesz, mivel ha minden blokkot megszorzunk 2-vel, akkor ugyanazokat a blokkokat

kapjuk:

D 2D
{0,1,3} {0,2,6}
{1,2,4} {1,2,4}
{2,3,5} {3,4,6}
{3,4,6} {1,5,6}
{0,4,5} {0,1,3}
{1,5,6} {2,3,5}
{0,2,6} {0,4,5}

5.1.4. Definicié. Legyen G tetszGleges Abel-csoport, g € G, ést € NT szintén tetszSleges.

Ekkor a t-vel val6 szorzast igy értelmezziik:

lg=g+g+..+g
—
5.1.5. Definicié. (M. Hall) [26, 9.1.7. definicid]
Tegyiik fel, hogy G' Abel-csoport, D C G differenciahalmaz és legyen ¢ a |G|-hez relativ prim.
Ekkor t-t multiplikdtornak nevezziik, ha a t-vel szorzas a D(D) blokkrendszer automorfizmusat

indukdlja.

A multiplikétor tételek kiilonb6zo feltételek mellett garantdljak a multiplikdtorok 1étezését

blokkrendszerben. Ezek segitséget nyudjtanak differenciahalmazok 1étezésének bizonyitdsahoz,
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valamint 1étezés esetén a halmazok megtaldldsahoz. A tételek koziil én eggyel és annak bizonyi-
tasdval foglalkozom ebben a dolgozatban. Miel6tt ratériink, tekinsiink 4t még néhany sziikséges

eredményt és algebrai fogalmat.

5.1.6. Tétel. [26] 9.1.9. tétel]
Legyen D egy (v, k, \) differenciahalmaz a G Abel-csoportban, ahol (v, k) = 1. Ekkor

1. minden multiplikdtor fixdlja D valamely eltoltjdt,

2. létezik olyan eltoltia a D-nek, amelyet fixdl minden multiplikdtor.

BIZONYITAS.
1. Vegyiik észre, hogy minden multiplikdtor fixdlja a 0 elemet, hiszen ¢ - 0 = 0, igy a[4.3.10]
tétel alapjdan egy blokkot is fixdlnak. A blokkok pedig éppen a D eltoljai.

2. Legyen « a D elemeinek 6sszege, (v, k) = 1 miatt G-ben tudunk osztani k-val, vagyis az
Osszeget is leoszthatjuk k-val. Vegyiik a D' = D — ¢ eltoltat, ekkor D’ elemeinek az 6sszege
0 lesz, hiszen az 6sszeg, vagyis o éppen k - ¢ = a-val csokken. A D’-t ha megszorzom egy
multiplikétorral, akkor valamely g € G-re D’ + g eltoltat kapom. Az automorfizmus viszont
olyan eltoltat, amelyben az elemek Osszege 0, ugyanilyenbe viszi, vagyis D’ + g elemeinek
osszege is 0. Ez éppen kg, ami csak dgy lehet nulla, ha ¢ = 0. Vagyis a D’ eltoltat minden
multiplikétor helyben hagyja. n

Altaldban ezt a minden multiplikdtor 4ltal fixalt differenciahalmazt konnyebb megtaldlni, ha-

marosan latunk ra példat.

Most kovetkezzen a multiplikétor tétel, melynek bizonyitdsa a kovetkezd alfejezetben taldlhato.

5.1.7. Tétel. (Els6 multiplikator tétel) /26, 9.1.13. tétel]
Legyen D egy (v, k, \) differenciahalmaz a G Abel-csoportban, tovdbbd legyen p azn = k — A
olyan primosztoja, amely relativ prim v-hez. Ha p > )\, akkor a p multiplikdtora D-nek.

A tétel felhaszndlasdval egyszerlien bizonyithatd, hogy nem létezik olyan ciklikus projektiv
sik, azaz (n? +n + 1,n + 1, 1)-blokkrendszer, melynek rendje oszthat6 6-tal. Ebben az esetben
a 2, 3 multiplikdtorok lennének, azaz 1étezne olyan differenciahalmaz, amelyre D = 2D = 3D.
Ekkor a D-nek lennének olyan alaku elemei, hogy a, 2a, 3a, ami viszont ellentmondas, hiszen
A =1, de 3a — 2a = 2a — a, azaz nem csak egyszer all el6 minden kiillonbség. [26, 9.1.15.

allitas]

5.1.8. Példa. Keressiink differenciahalmazt PG(2, 4)-hez.
Ekkor n = 4, v = n? + n + 1 = 21, azaz legyen G = Zoy, valamint k = n + \ = 5, tehat
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|D| = 5. A p = 2 osztéja n = 4-nek, relativ prim 5-hdz és p > A = 1. Tehat a multiplikator
tétel alapjan a 2 multiplikatora D-nek, igy 2 fixédlja D valamely eltoltjat, legyen ez D', ezt pr6-
béljuk megkeresni. Ez azt jelenti, ha a € GG benne van a D’-ben, akkor 2a is, tovabba ha a nem
lehet eleme D’-nek, akkor —a sem, igy elég 10-ig vizsgdlnunk a szimokat. Nézziik ezzel, mely

elemek johetnek szdéba és ne felejtsiik, mindent modulo 21 vesziink.

1.1-2—-24—-28—=16—11—1
2.3 =-6—=12—=3
3.5—-10—-20—-19—= 17— 13 =5
4.7—14 -7

5.9 =18—=15—=9

tdl sok elem, egyik sem lehet benne D’-ben
ez a 3 elem jo lehet

tdl sok elem, egyik sem lehet benne D’-ben
ez a 2 elem is benne lehet

ez a 3 elem is benne lehet

Mivel a differenciahalmaz 5 elemd, igy a 2. és 4. vagy az 5. és 4. alapjan alkothatjuk meg D'-t.
Azaz D' = {3,6,7,12,14} vagy D' = {7,9, 14,15, 18}, ha végigszamoljuk a kiilonbségeket,
akkor l4thajuk, hogy mindkettd j6.

7z

Nézziik, hogyan tudjuk egy differenciahalmazbdl elééllitani a blokkrendszert. Tegyiik fel,
hogy van egy D differenciahalmazunk, melyre |D| = k. A G pontjai definici6 szerint el6dllnak
G| = v. A blokkok pedig a D halmaz eltoljai lesznek.
Megnézziik egy kiillonbség hanyszor all el6 a D-bdl, legyen ez A\. Vagyis megkaptunk egy
(v, k, \)-blokkrendszert.

a D elemeinek kiilonbségibdl, legyen

5.1.9. Példa. Nézziik milyen blokkrendszert kapunk a D = {0, 1, 3,9} differenciahalmazbdl

modulo 13 esetén. Szamoljuk ki az 0sszes kiilonbséget:

0-1=-1=12 1-3=-2=11 3-9=-6=7
0-3=-3=10 1-9=-8=5 9-0=9
0-9=-9=4 3—0=3 9-1=8
1-0=1 3—1=2 9-3=6

Tehédt G = {0, 1, ..., 12} halmazt megkaptuk és minden kiilonbség egyszer éllt el8, azaz A = 1.
A D halmaz eltoltjaival megkapjuk a blokkokat:

B = {{0,1,3,9},{1,2,4,10},{2,3,5,11}, {3,4,6,12},{4,5,7,0}, {5,6,8, 1}, {6, 7,9, 2},
{7.8,10,3},{8,9,11,4}, {9, 10,12, 5}, {10,11,0,6}, {11,12, 1,7}, {12,0,2, 8} }

Ezzel egy (13,4, 1)-blokkrendszert allitottunk elS, és észrevehetjilk, hogy ez éppen egy
3-adrendd projektiv sik.
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Az alébbi tdblazatban megadok egy-egy differenciahalmazt minden n < 11 primhatvéanyra,
ahol A = 1. Ezek egyrésze megtaldlhaté Colbourn és Dinitz konyvében [4, VI.18.73 Table], a
tobbi pedig Kiss és Szdnyi konyvében [22), 1. fejezet]. Ezek segitségével a fenti példa alapjan

megkonstrudlhat az n-edrend( projektiv sik, majd abbdl a v = n? +n + 1 kartydbol all6 pakli.

n v | D

2 7T 11,2,4

31 13 |1,2,5,7

4 | 21 | 1,2,5,15,17

51 31 1,2,4,9,13,19

7 | 57 | 1,2,4,14,33,37,44,53

8 | 73 | 1,2,4,8,16,32,37,55,64

9 | 91 | 1,2,4,10,28,50,57,62,78, 82

11 | 133 | 1,11,16,40,41,43,52,60, 74, 78,121,128

5.1.10. Példa. Most nézziink egy olyan példat, ahol \ # 1.
Keressiink a (11,5, 2)-blokkrendszerhez, vagyis 3-rendd bisikhoz differenciahalmazt. Mivel
az n = 3-nak csak a p = 3 a primosztGja és (3;11) = 1, igy a 3 az egyetlen multiplikdtor.

Induljunk az 1-b6l és modulo 11 szdmolunk.
1-3—=+9—=-5—=24—=1

Ez éppen k = 5 szdmot generdlt, valamint ha megnézziik, minden szdm kétszer all el kiillonb-

ségként, igy jo lesz differenciahalmaznak, vagyis D = {1, 3,4,5,9}.

A legtobb bisik nem ciklikus, igy nem fogunk mindegyikhez differenciahalmazt taldlni, mint
a projektiv sikokndl. A fenti példan kiviil még n = 7-re ismert differenciahalmaz, mely megta-
lalhat6 Dinitz konyvében [4, VI.18.73 Table]: D = {1,7,9,10,12, 16, 26, 33, 34}. A kordbban
vizsgalt, automorfizmus segitségével konstrudlt esetben is megkaptuk valdjdban ezt a differen-
ciahalmazt, a[C.1] mellékletben éppen a B, blokk.

5.2. Multiplikator tétel bizonyitasa

Most ratérek egy bonyolultabb témadra, amely meglehetésen absztrakt lesz, azonban igy el-
jutunk a [5.1.7] multiplikétor tétel szép bizonyitdsdhoz. A jatékkészités szempontjabol nem

sziikséges a megértése, tehat kihagyhat6 ez az alfejezet.

A kovetkezSkben legyen a G multiplikativan irt csoport, vagyis elemei a komplex v-edik

egységgyokok és |G| = v.
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5.2.11. Definicié. A Z[G] csoportgy(ri elemei olyan ) . a;,g; = ai1g1 + asgs + ... + ¢y
formalis Osszegek, ahol g; € G, a; € Z.

Ezaltal az elemekre tekinthetiink dgy is, mint Z" vektorokra, vagyis olyan v hosszu vektorok,
melyek elemei egész szdmok, azaz (ay, as, ..., a,). A kiilonb6zs szorzds miiveletekre kiilonbozd

jelolést hasznélok, hogy érthet6bb és kovethetdbb legyen.

(al,ag, ...7(17)) + (bl, bg, ...,bv) = (a1 + bl, ceey Oy + bv)
(alaa2a "'7av) o (b17b27 "'7bv) = <Z algz> o (Z bjg]> = Z(az : b])(gl X gj) =
Z Crgr, ahol ¢, = Z a; - bj

k

4,J:9i X g5 =9k

5.2.12. Példa. Példaul a Z, csoport elemei multiplikativan éppen a masodik egységgyokok,
azaz Zy X Zo = {(1,1),(—1,1), (1, —1), (=1, —1)}. Ekkor a Z[G] elemei az aldbbi alakdak:

al(l, 1) + CLQ(—l, 1) + CL3<1, —1) + CL4(—1, —1)

Nézziink egy példat a szorzasra:

(1,3,2,—2) 0 (2,3, —1,2) =

(1(1,1) +3(=1,1)+2(1,=1) = 2(=1, =1)) o (=2(1, 1) + 3(=1,1) = 1(1, =1) + 2(=1, —1)) =
—2(1,1) +3(=1,1) — 1(1, =1) + 2(—1,=1) — 6(1,1) + 9(=1,1) — 3(1, =1) + 6(—1, —1)—
4(1,1) + 6(—=1,1) — 6(1, —=1) +4(—1,—1) + 4(1,1) — 6(—=1,1) + 2(1, —1) — 4(—1,—1) =
—=3(1,1) +3(=1,1) = 5(1, —1) + 9(—1,—1) = (=3, +3,-5,9)

A csoportgyfiriben, ha A = > a;g;, akkor legyen A% = 3" a,g?, valamint, ha D C G, akkor
legyen D a csopotrgyf(ir > gep 9 eleme (azaz a g ¢ D elemeknek megfelel$ a; egyiitthatok
nullak).

Az Els6 multiplikator tétel bizonyitdsa Szényi jegyzete [26, 9.1.11., 9.1.12. lemmak, 9.1.13.
tétel] alapjan késziilt, de a megértéshez felhasznaltam Assmus és Key konyvét [1} 4.5, 4.6. feje-

zetek] is.

BIZONYITAS. Vizsgéljuk meg mit jelent a Z[G] csoportgyirtiben az, hogy D C G diffe-
renciahalmaz G-ben. A DDV éppen az Gsszes csoportgyfirtibeli elemet adja meg, pon-
tosabban a semleges elemet (amit 1-gyel jeldlok) k-szor, a Gsszes tobbit A-szor adja. Igy
DD = \G + (k — \)1. Multiplikativan frt csoportban, a p pontosan akkor multiplikator, ha
a p-edik hatvanyra emelés indukélja a blokkrendszer automorfizmusat. (Tehat a p-vel valo szor-

z4s helyett, a p-vel val6 hatvanyozast kell venni.) A D®) = 3", cp 9* csoportgyirtibeli elem,
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hiszen ez a g” csoportelemek Osszege 0 és 1 egyiitthatokkal, vagyis 1étezik X C G, melyre
D®) = X. Erre kellene beldtni, hogy létezik g € G, hogy X = Dg, mivel multiplikativ cso-
portban Dg a D halmaz g-vel val6 eltoldsa. Ezt tigy fogom belatni, hogy el6szér megmutatom,
hogy X minden blokkot legaldbb A\ pontban metsz, majd ebbdl, hogy X maga is blokk, amibdl
mdr kovetkezik, hogy 1étezik g € GG, amelyre X = Dg.

Térjiink at GF (p)[G] csoportgyiirtire, vagyis az egyiitthatokat tekintsiik modulo p. Nézziik a
DP  csoportgyfirtiben értelmezett hatvdnyt, ebben a Kkifejezésben bdrmely a;-re
a? = a; (mod p), tehdt D? = D@ Igy a kovetkezd kifejezést atalakithatjuk: X DD =
D@D = DPDEY, Ha ebbél kiemelek egy tényezét azt kapom, hogy DP~1(DDY). A
zaréjeles kifejezést mar lattuk, hogy AG + (k — \)1 kifejezéssel egyenls, ami viszont modulo
p éppen AG-vel egyenld, hiszen p osztja a n = k — A\-nak. Igy végiil arra jutottunk, hogy
XDEY = \DP 1@,

Ahhoz, hogy ezt tovabb tudjuk egyszeriisiteni, nézziik meg, hogyan tudunk egy csoportgy-
rlibeli elemet megszorozni a G-sal. Legyen A = Y7 | a,g; és tudjuk, hogy G = Y7 g..

Ekkor a szorzatuk:

AoG = (a1g1 + asga + ... + avgy) o (1 + g2+ ... + gu) =

a1(g1 X g1) +ai1(g1 X g2) + ... + a1(g1 X g») + a2(g2 X g1) + a2(g2 X g2) + ...

)
(90 X gv) =

Zai-Zgi xgj:Zai'ng: (a1 +as + ... + a,)G
i=1 =1 i=1 =1

A D elemet is irhatjuk olyan alakban, mint A-t, mégpedig gy, hogy a;, = 1, ha ¢; € D,

+az(g2 X gv) + ... + ay(ge X 1) + ap(gy X g2) + ... + a,

kiilonben a; = 0, és éppen k darab lesz 1, a tobbi 0. fgy ez és a fenti alapjan

DG = (a; + ... + a,)G = kG.
Ezt Gjra megismételve
D*G = (ay + ... + a, ) kG = K*G.

Igy folytatva végiil DP~'G = kP~'G. A p prim nem oszt6ja a k-nak, igy a kis Fermat tétel
alapjan k»~' = 1 (mod p). Tehdt a korabbi egyenl&séget folytatva X DY) = ADP~1G = \G.
Most térjiink vissza a Z[G| csoportgyfirtre, a kapott eredmény itt azt jelenti, hogy minden
X D=V-ben minden egyiitthat6 legalabb ), hiszen minden egyiitthaté pozitiv, modulo p értéke
legfeljebb A, és p > A.

Beldtom, hogy ebbdl kovetkezik az, hogy X minden blokkot legaldbb A pontban metsz. Vizs-
géljuk meg X D("Y-ben a g € G elem egyiitthat6jat. Ez éppen azt szdmolja, hogy hanyszor 4l
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el6 g elem xd~! alakban, ahol x € X, d € D. Ezeknek a szdma pedig éppen az X és Dg met-
szetének a mérete, azaz | X N Dg|. EI16bb peddig azt lattuk, hogy minden g-nek az egyiitthatja
legalabb \, vagyis ez azt jelenti, hogy X minden blokkot legaldbb A pontban metsz.

Azt allitom, ha ez teljesiil, vagyis hogy egy (v, k, A)-blokkrendszerben egy k& pontd S pont-
halmaz minden blokkot legaldbb A\ pontban metsz, akkor maga is blokk.

Ennek igazoldsdhoz el6szor azt kell 1atni, hogy van olyan blokk, amellyel tobb mint A k6zos
pontja van S-nek. Ha nem lenne, azaz minden blokkot pontosan A pontban metsz, akkor egy
x € S pontra szdmoljuk meg azokat a (y, B) parokat, ahol = € B, x # y,y € S N B. Egyrészt
S-nek x-en kiviil £ — 1 pontja van és ezek kiilon-kiilon az z-szel mind A blokkhoz illeszkednek,
azaz a parok szdma A(k — 1). Mdsrészt minden x-et tartalmazé B blokknak & eleme van és
mivel |S N B| = A, igy az xz-en kiviil A — 1 k6zos pontjuk van, igy a parok szdma k(X — 1).
Azaz \(k — 1) = k() — 1), amibdl adédna, hogy k£ = ), ami persze lehetetlen.

Vegyiik azt a B blokkot, mellyel a legtobb kdzos pontja van S-nek. Ekkor az el6z6 miatt
|S N B| > A. A cél belétni, hogy S = B. Indirekt felteszem, hogy S # B éslegyenx € B\ S.
Szamoljuk meg kétféleképpen a (p, B') parokat, ahol p € SN B',x € B', B’ # B. Egyrészt
k-féle p-t valaszthatnank és ekkor az x,p pontokon at A blokk megy &t, azaz kA pér lenne,
viszont ebben benne van az is, hogy B’ = B. Tehit a p € B esetekben egy-egy blokkot
le kell vonni, ez pedig éppen |S N B| > A. Tehét azt kaptuk, hogy kevesebb pér van, mint
kX — X = (k — 1)\. Mésik megszamlélasnél induljunk ki B’-b6l, z-et k blokk tartalmazza, egy
a B, igy B’ (k — 1) blokk lehet. Ekkor P € SN B’ és |S N B’'| > A, tehdt legalabb \ darab
P vilaszthaté B'-hoz. Igy osszevetve (k — 1)\ > A(k — 1), ami viszont ellentmondas, vagyis
S = B, tehat S is blokk.

Ezzel beléttuk, hogy X = D + g valamely g € G-ra maga is blokk, azaz p multiplikator. n
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6. Mobius-sikok

Ebben a fejezetben definidlom a Mobius-sikot vagy masnéven inverziv sikot és roviden be-
mutatom, hogyan kapjuk meg a M@bee jatékot, amelynél barmely 3 kartydt véve pontosan 1
azonos szimbolum taldlhatd. A fejezethez Kiss és Szonyi konyvének [22] 9. és 10. fejezetét,
valamint Dembowski konyvének [6] 1. és 6. fejezetét haszndltam fel.

Dolgozatomban a hangsuly inkdbb a ¢ = 2-rendszereken van, amilyen jatékokat a programom-
mal is lehet késziteni. A Mobius-sikok 3-rendszerek, igy csak az érdekesség miatt 6sszefogla-

lom, hogyan kaphatunk ilyen sikokat, tovdbbi részletekért a felhaszndlt konyvet ajanlom.

6.1.1. Definicio. [22], 10.26. definicid]
Legyen P és K két diszjunkt halmaz, melyeknek elemeit pontoknak, illetve koroknek nevezziik
és koztiik egy € illeszkedési reldcié. Az M = (P, K, €) harmast Mébius-siknak nevezziik, ha

teljesiil az aldbbi harom axiéma:

1. P barmely harom kiilonboz6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van K-nak, amelyik
mindhdrommal illeszkedik. Ez azt jelenti, hogy hdrom kiilonb6z6 pont egyértelmiien

meghatdroz egy kort.

2. Minden (P, P’ k) € P x P x K olyan harmashoz, melyre P € k, P’ ¢ k, pontosan egy
olyan £’ kor 1étezik, melyre P € k', P’ € k' és |k Nk'| = 1 teljesiil. Azaz adott k korhoz,
egy P pontjahoz és egy P’ kiils6 ponthoz egyértelmiien 1étezik egy k' kor, melyre a két

kor a P pontban érintik egymast és £’ 4tmegy P’ ponton.

3. Létezik négy olyan pont, melyek nincsenek egy koron.

6.1.2. Példa. Legegyszeriibb példa, ha tekintiink az euklidészi térben egy gombfelszint, ekkor

ennek pontjai é€s a gdmbon 1évo korvonalak Mobius-sikot alkotnak.

1. Barmely hdrom pontot vessziik a gdmbon nem lesznek kollinedrisak, igy meghatdroznak

egy sikot, amelynek a gombfelszinnel vett metszete éppen egy kor lesz.

2. Ha adott k kor és P € k pont, akkor pontosan azok a korok érintik P-ben a k kort,
amelyeknek sikja ugyanabban az e egyenesben metszi a £ P-beli érintsikjat, mint a k-t
tartalmazo sik. Ekkor az érint6sik €s a k-t tartalmazd sik egyértelmd, tehat meghatarozzak
az e egyenest. Ha adott egy P’ ¢ k pont, akkor e-re sem illeszkedik a P’ igy meghat4-
roznak egy sikot, amelyre teljesiil az el6bbi feltétel. Igy ennek a siknak a gombfelszinnel

vett metszete éppen a keresett k&’ Kor.

3. A harmadik axiéma teljesiilése trivialis.
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A kiértyajatékok esetén a véges Mdbius-sikokra van sziikségiink. Igy az euklideszi tér helyett
egy véges projektiv teret, a gdmb helyett pedig egy véges ovoidot tekintiink, ami valdjdban az
el6z0 példa altalanositasa [22, 10.27. Példa].

Vazlatosan definidlom PG(3, ¢)-t. PG(3, q) projektiv tér GF(q) felett. Ugyanigy levezet-
het6 a homogén koordinatdzasa, mint a projektiv sikokndl tettem, annyi kiilonbséggel, hogy
4 koordintdbol allnak. Vagyis a ¢® + ¢*> + ¢ + 1 projektiv pont alakjai: (x : y : 2 : 1),
(x:y:1:0,(x:1:0:0),(1:0:0:0),ahol z,y,z € GF(q). A projektiv tér sikjait
is hasonldan leirhatjuk, mint kordbban a projektiv sik esetén az egyeneseket, vagyis a sikokat
meghatdrozzdk a normdlvektorai, az ezekre merdleges vektorok koordindtdival kapjuk meg a
sik homogén koordindtdit, amelyek normélds utdn [z : y : z : 1], [x:y : 1 : 0], [z :1:0: 0],
[1:0:0: 0] alakdak, ahol z,y, z € GF(q). A projektiv tér egyenesei pedig két kiilonbozd sik

metszeteként el6allé ponthalmazok.

6.1.3. Definicio. [22, 9.1., 9.3. definiciok]

A PG(n, q) azon ponthalmazat, melynek nincs hirom egy egyenesen 1évG pontja siivegnek
nevezzik.

A PG(3,q), vagyis a g-adrendd projektiv tér esetén, a ¢> + 1 pontd siiveget ovoidnak nevezziik

és O-val jeloljiik.

Val6jdban egy siivegnek PG (3, ¢)-ban legfeljebb ¢® + 1 pontja lehet, vagyis a legnagyobba-
kat hivjuk ovoidoknak. Az ovoidok olyan tulajdonsdgokkal rendelkeznek, mint a gdbmbok az
euklideszi térbe, csak véges testben. Az ovoidok PG(3, ¢)-ban leirhatok egyenletekkel, aldbbi
alakban.

XoXi + Xo X5+ +X, 53X, 0 + f(Xn1X0),

ahol f egy irreducibilis homogén masodfokd polinom. [23, Definition 4.47] Mi olyan po-
linomokat keresiink, amelyekkel érdemes jatékot késziteni. Nézziik a f(Z, W) kétvéltozds
homogén masodfoku irreducibilis polinomokat, vagyis azokat, amelyek nem &llnak el6 két el-
s6fokd polinom szorzataként (példdul ha g paros primhatvény, akkor Z2 + W2 nem j6, hiszen
(Z+W)2=22+W?).

Az irreducibilitds ellenSrizhetd tgy, hogy példaul ha 72 + W2 = (Z + aW)(Z + bW) =
Z% + (a + b)ZW + abW?, akkor a kérdés, hogy van-e olyan a és b elem a testben, hogy
a+b=0¢ésab= 1. Ha q paros, akkor a = b = 1 esetén teljesiil. Ha ¢ paratlan, akkor b = —a
felhasznalasdval azt kapjuk, hogy —b? = 1, vagyis b> = —1, amirdl tudjuk, hogy pontosan
akkor lesz négyzetszdm, ha ¢ = 1 (mod 4). Tehdt a ¢ = 3 (mod 4) esetén jé vdlasztds az
f(ZW) =22+ W2,

Probédlkozzunk Z2 + eIV formdban keresni a megfeleld polinomokat. Ekkor ha szétbomlik
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polinomok szorzatara, akkor a + b = 0, ab = e teljesiil. Ha a testben van olyan e elem, melyre
ez nem teljesiil, akkor jo lesz a polinom. Ekkor —a® = e 6sszefiiggést kapjuk, azaz a kérdés,
hogy —e négyzetszdm-e. Ha ¢ paratlan, akkor mindig van megfelel§ e elem a testben.

Végiil a paros ¢ esete maradt. Ekkor prébalkozzunk Z2 + ZW + eW alakban. Ekkor azt kell
vizsgdlni, hogy vannak-e olyan elemek, amelyekre a + b = 1 és ab = e, vagyis a(l — a) = e,
amibdl a® — a + e = 0. Ha ¢ péros, akkor —a = a. Igy tekintsiik az 2> + z 4+ e = 0 polinomot,
és ehhez kellene egy olyan e, amelyre ennek a polinomnak nincsen gyoke. Ilyen pedig minden

esetben talalhato.

Tekintsiik az O ovoid a PG(3, ¢) térben, valamint ezeknek sikokkal vett azon metszeteit,
amelyek nem egypontiak. Az euklideszi térhez hasonldan ezek korszert ponthalmazok lesznek,
melyeknek ¢ + 1 pontja van a projektiv sikban, és ezekre is fenndll, hogy semelyik 3 pont nem
esik egy egyenesre. Ezeket ovdlisnak nevezziik. Az igy kapott rendszerre teljesiilnek a Mobius-

sik axiomadi, vagyis pontjai az O pontjai és korei az ovalisok.

Tehat az O ovoidbdl konstrudltunk egy Mobius sikot, melynek rendje n = ¢. A kovetke-
z0 tétellel meghatdrozzuk az n-edrendii Mobius-sik paramétereit, amely segitségével mar meg

tudjuk hatdrozni a kartyapaklik méretét, és a kartydkon szerepld szimbdlumok szamat.

6.1.4. Tétel. [22] 10.34. tétel]

Ha egy véges Mobius-siknak van olyan kore, amelyre n + 1 pont illeszkedik, akkor

a siknak n* + 1 pontja van,
* minden kornek n + 1 pontja van,
* minden ponton n(n + 1) kor megy dt,

e a sikon n(n* + 1) kor van.

Az n szdmot nevezziik a Mobius-sik rendjének.

Ebbd1 mér konnyen lathatd, hogy az n-edrend Mobius-sik éppen egy 3 — (n? +1,n+1,1)-
rendszer. Hiszen n? + 1 pontja van, minden kdrnek n + 1 pontja, azaz mondhatjuk (n + 1)-
uniformnak és végiil a[6.1.1] definici6 alapjan barmely 3 pont pontosan 1 korhoz illeszkedik.

Mir kordbban emlitettem, hogy a Mobius-sikok duédlisara van sziikségiink a jatékok esetén,
hiszen azt szeretnénk, ha barmely 3 kdrtydn 1 k6zos szimbdlum lenne. Azaz a Mobius-sik
pontjait tekintjiik a kartydknak, és a koreit pedig a szimb6lumoknak. Ez alapjan 6sszefoglalom
a lehetséges kartyajatékok paramétereit, amelyekkel a M@bee kartyak is késziiltek. Jelolje v a
pontok szamdt, r a pontok fokat és b a korok szadmat.
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n v o r b

3 10 12 30
4 17 20 58
5 26 30 130

Roviden dsszefoglalom a konstrukcidt, viszonylag sok szdmolassal jir, de egy program se-
gitségével gyorsan megtaldlhaté az adott rendd Mobius-sik. Tekintsiik a PG(3, g) projektiv
teret és O ovoidot. Vegyiik azokat a pontokat, amelyeknek homogén koordinatdi kielégitik az
O ovoid egyenletét. Ezek lesznek a Mobius sik pontjai, ¢? + 1 darab. Ezutén venni kell azon
sikokat, amelyeknek pontosan g + 1 kozos pontja van az ovoiddal. Ezekbdl 6sszesen q(g* + 1)
darab lesz, ezek lesznek a Mobius-sik korei. Ezutdn felirhato az illeszkedési métrixuk, vagyis
a sorok jelolnek egy-egy pontot €s az oszlopok a koroket. Ha az adott korre illeszkedik a pont,
akkor 1-est frunk, kiilonben 0-t. Majd ebbdl az illeszkedési matrixbdl a [2.3] alfejezetben latott
modon elkészithetdk a kartydk.

52



7. A kartyagenerator felhasznlasa a gyakorlatban

Ebben a fejezetben roviden Osszefoglalom mik lehetnek az el6nyei, ha jatékosan tanitjuk a
gyerekeket. Bemutatom, miért készitettem el a kartyagenerdtoromat és milyen felhasznalési
javaslataim vannak hozzd. Végiil beszamolok az els6 tapasztalataimrol, hogyan fogadtdk a
tanulok az elsé paklikat, mekkora kihivast jelentett szamukra. A szakirodalmi &ttekintéshez
felhasznaltam Huotari és Hamari cikkét[11] , McGonigal konyvének (18] Introduction, 1., 2.
€s 6. fejezetét, Csikszentmihdlyi konyvének [S]] 1. és 4. fejezetét, Kapp konyvének [12] Preface,

1. és 4. fejezetét.

7.1. Jatékositas

Kezd6 tandrként nagyon fontosnak tartom, hogy a gyerekeket raébresszem arra, hogy a mate-
matika nagyon izgalmas és sz€p tud lenni, ehhez azonban stabil alapokra van sziikség. Probdlok
minden 6rara bevinni valami rovid jatékos feladatot, f6leg a kisebbeknél, amivel ismétliink vagy
gyakoroljuk az uj anyagot. Ezaltal ugy érzem sokkal motivéltabbak és lelkesebbek a matemati-

ka tanuldsa irdnt. Vajon miért van ez igy?

A jdtékositds eldnyeit az oktatdsban sok kutatdsban vizsgdljak és szdmos eredmény all a
rendelkezésiinkre. Huotari Ggy definidlja, hogy ,,a jatékositds az a folyamat, amely egy tevé-
kenységet jatékszerli élmények lehetdségeivel egésziti ki annak érdekében, hogy elbsegitse a
felhasznalo értékalkotdsat” [[11]. Vagyis az egyik lényeges szempont, hogy élményként éljék
meg a didkok a tanuldst, hiszen ennek szamos pozitiv kovetkezménye lehet.

McGonigal kutatdsaiban azzal foglalkozott, hogyan lehetne az életiinkbe 4tvinni azt az 6ro-

mot és izgalmat, melyet jaték sordn érziink. Azt tapasztalta, hogy akik sokat jatszanak, azoknak
fejlett a kritikus gondolkodésuk és a problémamegoldé képességiik. Ezéltal, ha egy nehezebb
feladattal taldljdk szembe magukat, nem megijednek, hanem legy6zendd kihivasnak tekintik. A
gyakorlott jatékosok igy ellenallobbak, rugalmasabbak az élet mas teriiletein is.
Arrdl is beszamol, hogy van olyan didk, akit nagyon motival a versengés, azonban van akibdl
tulzott stresszt valt ki. Ezért is nagyon fontos, hogyan épitjiik be a jatékokat a tanorakba. Olyan
jatékokat is érdemes alkalmazni, amelyek sordn egy kozos célért kell egylittmiikddni, igy a ja-
ték egy kozosségi élménnyé valhat. [18]]

Csikszentmihdlyi szerint elengedhetetlen a boldogsaghoz a flow-élmény, vagyis ,,az a jelen-
ség, amikor annyira feloldédunk egy tevékenységben, hogy minden mas eltorpiil mellette, az
élmény maga lesz olyan élvezetes, hogy a tevékenységet barmi dron folytatni akarjuk...” [3]]
Ehhez az oktatdsban arra van sziikség, hogy a tanulok képességei, tuddsuk egyensulyban legye-
nek a kihivdsok nehézségi szintjével. Ha ez teljesiil, akkor az élmény altal né az onbizalom és

a belsd motivicid, melyek pedig hozzdjarulnak a jobb teljesitményhez.
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Kapp a konyvében, mely a tanulds jatékositdsardl szol, leirja, hogy a jatékos tanuldsi kor-
nyezet biztonsdgos teret nyujt a kreativ gondolkodasnak azaltal, hogy szabad hib4zni, nincsen
,.biintetés”. Szerinte a cél, hogy a tanul6k élvezzék a tanulést, bevonddjanak, ezaltal motivaltak

lesznek é€s elérhetjiik a pozitiv tanuldsi eredményeket. [[12]

A Dobble nagyon népszerii a gyerekek korében, de vajon hogyan hat rajuk, mennyire fejleszti
a kognitiv képességeiket? A jaték hatdsardl kevés kutatds késziilt, inkdbb pozitiv tapasztalatok
olvashatdok cikkekben tanarokt6l. Egy kutatds sordn megvizsgaltdk, hogyan hat 6vodasokra,
ha heti rendszerességgel jatszanak Dobble-t [24]. Szdmos mérést végeztek rajtuk, valamint a
kontrollcsoporton és arra jutottak, hogy szdmos kompetencia teriileten fejldédtek a gyerekek.
Egyarant javult a rovid és hosszu tdvi memoria, valamint a vizudlis memora. A feladatok sordn
gyorsabban dolgoztak, tovabb fent maradt a figyelmiik és kevesebb hibat is vétettek.

Természetesen az iskoldban nagyobb gyerekeknél nem vérhat6 ilyen szintd fejlodés, de gya-
kori probléma a lassisdg, a figyelmetlenség, kimondottan a tanuldsi nehézségekkel kiizd6 gye-

rekeknél, igy a nagyobb korosztalynak is hasznos lehet.

7.2. Otletek, tapasztalatok

A DobGen weboldalon elérhetd a kdrtyajaték készitd programom, melyet szeretnék roviden
bemutatni. A célja, hogy a pedagdgusok viszonylag egyszertien és (a nyomtatdsi koltségeket
leszdmitva) ingyen tudjanak sajat Dobble-tipusi jatékokat késziteni és ezzel szinesitsék a tanu-
last. A kordbban emlitett pozitiv hatdsokon kiviil egy jol elkészitett pakli segitségével a didkok
felelevenithetnek kordbbi ismereteket, valamint elsajatithatjak és gyakorolhatjdk az 0j tananya-
got.

Készithetd vele egyedi Dobble, illetve Gemini jaték. A felhasznal6 vélasztja ki, hany szimbo-
lumot szeretne egy kartyara, persze a kés6bbiekben latjuk majd, hogy ez nem lehet barmennyi,
a Dobble esetén 2, 3,4,5,6,8,9,10 és 12, a Gemini esetén pedig 9, 11, 13 értékek lehetsége-
sek. Ezdltal szdmos nehézségi szintl jaték készithets. A szimbdlumok lehetnek képek, rovid
szovegek, vagy matematikai kifejezések, amelyeket latex kdddal tudunk megadni. Tovabba sze-
rintem a legjobb funkcidja, hogy egy szimbdlumnak lehetnek kiillonb6z6 megjelenései. Ez azt
jelenti, hogy az eredeti Dobble-ban példaul a sziv szimbolum megjelenik 8 kartyén, az egyedi
pakliban a 8 kartydn megjelenhet kiilonb6z6 ,.kinézetben”. Példaul egy matekos pakliban a 12
megjelenhet ugy, hogy 5 4 7, 3 - 4, igy tovabb €s két kartyan az egyenloket kell keresni.

Egy latex f4jl forditasaval késziilnek el minden alkalommal a pdf dlloméanyok, amely a kéar-
tydkat tartalmazza. Ahhoz, hogy ez a f4jl megkapja a megfelel6 informécidkat j6 néhany prog-
ramot meg kellett irnom. Sziikség volt a projektiv sikok homogén koordindtdinak kigeneralasa-
ra, majd a pontok és egyenesek illeszkedését megvizsgalni, és végiil eltaroltam, mely blokkok

mely pontokat tartalmazzak, igy ezt nem végzi el minden alkalommal a program. A projekt-
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iv sikok esetén arra is sziikség volt, hogy véges testekben is tudjon szdmolni a program. A
bisikokat pedig a kordbban emlitett automorfizmusok alapjan generdltam ki, igy sziikség volt
egy programra, amely ezekre képes. Ezek utdn a felhaszndl6 vélasztdsai alapjan, a megfeleld,
eltdrolt adatok szerint, sorra dtadja a program a latex fdjlnak a szimb6lumok neveit.

A kor alaku kértydn a szimbdlumokat korokben helyezem el, igy elkeriilhetd az atfedés, va-
lamint viszonylag jol kitolti a kértyét, ehhez a lehetd legjobb elhelyezéseket Erich Friedman
weboldalédn [16] taldltam, a képekrdl olvastam le a koordinatakat. Tovédbbi célom ezzel az volt,
hogy igy a szimbolumok tetsz6leges irdnyba forgathatok, tehat ha korbe alljdk a gyerekek a
kartydkat, senkinek sem lesz konnyebb, azaltal, hogy minden képlet ,felé néz”. A program
minden szimb6lumot véletlenszerd irdnyban helyezi a kartyéra.

A program fejleszthet6 lenne azzal, hogy kiilonbozé megjelenés esetén a szimbdélumokat és
kartydkat paros grafként tarolja a program és ezeken a teljes parositdsok hatdrozndk meg, hogy
egy szimb6lum mely alakja, mely kartydra keriiljon. Ezdltal egy kartyéra kiilonb6z6 alakok
keriilnének, vagyis példdul a tortes kdrtyapaklindl (A.3] melléklet) nem fordulna el§ az, hogy
egy kartydra csak abrék keriilnének, hanem minden alakbdl lenne egy darab.

Természetesen ez sem egy vardzseszkdz, nem alkalmas minden téméhoz és barmely tanu-
l6csoporthoz. Masrészt egy-egy pakli elkészitése id6t igényel, igy érdemes elére gondolkodni
és korabban elkésziteni néhdny témakorhoz a paklikat, amik viszont onnantdl akarhdnyszor
felhaszndlhatoak. A kartyajaték készitésének menete a weboldalon megtaldlhaté és néhany le-

generdlt példa is inspirdcidként.

Néhany otletemet bemutatom a felhasznédldshoz, természetesen matematikaszakosként a leg-
tobb otletem matematika 6rdhoz kapcsolddik, de szerintem sok madsik tantdrgyhoz is ki lehet

taldlni hasznos kértyakat.

Matematika oran:

Fejszamolds gyakorldsara alapmiiveletek
» Tortek elmélyitéséhez tort egyszerisitett, bovitett alakja, dbrazolasa, tizedestort alakja

* Mértékegység atvaltas

» Szamok kerekitése: példaul azokat keressiik, amelyeknek ugyanannyi a tizesre kerekitett

értéke
* Oszthatésag: ugyanannyi maradékot adnak egy adott szammal osztva
* Négyszogek: négyszogek keriilete, teriilete, dbrdja
» Testek: élek, lapok, cstiicsok szdma, kertiilet, térfogat, dbra
* Algebra: egynemi kifejezések
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* Hatvdnyazonossdgok: hatvany kiilonb6z6 alakban miiveletekkel felirva
* Hatvény, gyok, logaritmus: szamok hatvanyként, logaritmussal

» Koordinatageometria: merdleges vektorok keresése

Egyéb tantargyak:

* Nyelvek: Szdkincs fejlesztésre 4j szavak vegyesen képekkel

Angol: rendhagyé igék kiilonboz6 alakjai

Torténelem: évszdmok, események, helyszinek, személyek, képek

Nyelvtan: azonos sz6faju szavak

Foldrajz: orszag és nagyvarosai

Bioldgia: allatok és egyedi jellemzbik

Tl sok tapasztalatot még nem gydjtottem az egyedi paklikkal, de az els6 benyomasok egy-
értelmiien pozitivak. Elsd alkalommal matematika szakkoron 5. és 6. évfolyamos tanuldkkal
probéltunk ki hdrom jatékot 3-4 f6s csoportokban, majd az itt szerzett tapasztalatok alapjan egy

5. osztdlyos matematika 6rdn ezt alkalmaztuk rdhangol6dé feladatként.

Az elkészitett kartydkon 4, illetve 5 szimb6lum volt, mert igy gondoltam, elsére ez is kihivas
lesz, és valoban igy is volt. A legkonnyebbnek az alapmiiveleteket tartalmazé pakli bizonyult
(megtaldlhat6 az [A.T] mellékletben), azonban ez is nagy koncentraciot igényelt, igy az elején
viszonylag lassan ment a gyerekeknek, de végiil sikeriilt tigyesen rdhangolédniuk a feladatra.
A konnyebbség oka az is lehetett, hogy ez a pakli olyan téma gyakorldsara késziilt, amely a
szakkoron részt vevod tanuldknak mar készség szinten beépiilt a tuddsukba, hiszen ezeken a
kartydkon csak szdzas szamkorben végzendd miiveletek szerepeltek. A pozitiv tapasztalatnak
koszonhetden ezt a paklit valtoztatdsok nélkiil vittem be az 6todikes matematika 6réra, iigyelve
arra, hogy mindenkinek lehetdsége legyen sikerélményhez jutnia, 4 f6s homogén képességli
csoportokba osztottam a tanulokat. A gyerekek nagyon élvezték a kihivast, a jaték elfeledtette
veliik, hogy a maskor oly unalmas fejszamoldst gyakoroljuk altala. Megfigyelhetd volt, hogy a
figyelemzavaros, valamint a gyengébb szamolasi készséggel rendelkezd tanuldk nagyon lassan
haladtak, ezért a kartyak szerkesztésénél jobban oda kell figyelni a differencidldsra. Szamukra
egyeldre elegendd lenne egy kartyara 4 miivelet megjelenitése. A jaték rendszeres alkalmazdsa

remélhetdleg ndluk is komoly fejlédést eredményez a figyelem koncentricid teriiletén.

A miésodik pakli segitségével a mértékegység atvaltast gyakorolhattdk a tanuldk (az [A.2]
mellékletben talalhatd). Ezt csak szakkori kereten beliil probéltuk ki. A konnyebb atlathato-

sag miatt ezeken a kartydkon egy-egy mennyiség csak 4 kiillonb6z6 alakban jelent meg. Ez
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konnyebben ment a tanul6knak, mint vartam, azonban itt volt a legtobb hibédzas is, mivel a ta-
nulék leginkabb a szamjegyekre koncentraltak, nem az egész mennyiségre. Igy azonban jobban
odafigyeltek egymads vélaszdra is, mindig megvitattdk, hogy valéban helyes-e a megoldas. Ez
szerintem nagyon hasznos volt, foleg az 6todikeseknek, akik ebben a tanévben még nem tanul-
tdk ezt a témakort. Szépen letisztult nekik a mérészdmok és mértékegységek kozotti kapesolat,

hogy mekkordk a valtészamok.

s

A harmadik j4ték bizonyult a legnehezebbnek. Ebben tortek egyszersitett és bovitett alak-
ja, tizedestort alakja és korcikkekkel valé dbrazoldsa volt egyszerre jelen (megtaldlhaté az[A.3]
mellékletben). Egy kartydn 5 tort szerepelt. A szakkoron a feladat nehézsége ellenére a gye-
rekek nagyon iigyesen, kitartéan végigjatszottdk a paklit. Ami egyértelmiien latszodott, hogy
a jaték végére szépen letisztult nekik a témakor. A jaték lehetdséget adott a raciondlis szamok
kiilonboz6 alakja kozotti Osszefiiggések felismerésére. Mivel a szakkor résztvevoinek is kicsit
nehéz volt a feladat, ezért az 6todikes matematika ordra egy egyszerisitett paklit is készitettem
a gyengébb matematikai készségekkel rendelkez6 tanuldk szdmdara. Ezeken a kartydkon min-
den tortnek csak 4 kiilonboz6 alakja jelent meg (megtaldlhaté az mellékletben). Egy olyan
tanul6i csoport volt, akiknek ennél a feladatndl igy is tandri segitségre volt sziikségiik, a tobbiek
szépen haladtak. Tobb tanulénak nehézséget okoznak a tortek és tizedestortek, de a jaték hevé-
ben rakényszeriiltek arra, hogy végre tudatositsdk mit jelent a nevezd, mi a kapcsolata tortnek
és tizedestortnek. A gyerekek gyakorlatilag egymast is tanitottdk azaltal, hogy elmagyaraztak

egymadsnak, hogy miért gondoljak egyezbének az adott két elemet.

Mindhédrom pakli hasznélata sordn latszédott a jaték jotékony hatdsa a tanul6i kompetencidk
fejlodésére. Azon tul, hogy a gyerekek sokkal aktivabban vesznek részt dltala a tanulési folya-
matban, szamos egyéb pozitiv hatdsa mutatkozott meg. A jaték teret adott a tanuldk kozotti
kommunikdacionak, a vitakészség fejlesztésének, lehetdséget nyujtott a matematika nyelvezeté-

nek gyakorldsara, valamint az egymastdl tanulds élményének megtapasztaldsara.

Az els6 prébalkozédsok alapjan igy gondolom, hasznos lehet idénként bevinni egy-egy ilyen
jatékot a tanérdkra. Természetesen a pedagégus részEérdl komoly tervez6munkat igényel az adott
tanuldcsoporthoz legjobban ill§, a tananyagot legjobban elmélyitd és az id6keretbe beleférd
paklik elkészitése, de a mdodszer rendszeres alkalmazdsa esetén vdrhaté fejleszté hatds miatt
megéri a faradtsagot.
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Alulirott Molnar Kata nyilatkozom, hogy szakdolgozatom elkészitése sordn az alabb felsorolt

feladatok elvégzésére a megadott MI alapu eszkdzoket alkalmaztam:

Felhasznalt | Felhasznalas

Feladat Megjegyzés
eszkoz helye Bleey
. . . A bisik alapu jaték elnevezésére javas-
Névvilasztds GPT-40 1. fejezet
latok
) Differenciahalmazokhoz és Mobius-
Irodalomkeresés GPT-40 5. és 6. fejezet

sikokhoz kértem szakirodalmi ajanlést

) A kivalasztott szakirodalmakbodl azon
Relevéns fejezetek

. GPT-40 7. fejezet fejezetek kivalasztidsa, melyek a té-
keresése . )
mamhoz sziikségesek
) . A programomban kétszer kerestettem
Hibakeresés GPT-40 Program

hibat

A felsoroltakon til mas MI alapu eszk6zt nem hasznaltam.
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A. Kiprobalt kartyapaklik

A kartydkat a kéartyageneratorommal [9]] készitettem.

A.1. Alapmiiveletek
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A.2. Mértékegységek
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A.3. Tortek 5 szimbolummal
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A.4. Tortek 4 szimbolummal

65



B. Véges testek szorzotablaja primhatvanyra

B.1. GF(4)
0 1 x z+1
0 0 0 0 0
1 0 1 T r+1
x 0 x r+1 1
z+1 0 r+1 1 T
B.2. GF(8)
1 T rz+1 x? 2241 >+ 2?+a+l
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 x r+1 x? 2?2 +1 24z 2 4x+1
T x x? 22+ x+1 1 2 +r+1 241
z+1 z+1 22+ 2?2 +1 > +z+1 z? 1 x
x2 x? z+1 22 +x+1 2?4+ T 22+ 1 1
2?41 2241 1 z? x > +z+1 z+1 >+
>+ 2+ 2’4a+l 1 22+ 1 z+1 T x?
24+l r24+r+1 22+ 1 T 1 2+ x? z+1
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B.3. GF(9)

0 1 2 x z+1 xz4+2 2z 2x+1 2242
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 T r+1 x+42 2z 20+1 2242

2 0 2 1 20 2x+2 2z+1 x r+2 x+1

x 0 x 2z 2 rT+2 2x+2 1 r+1 2z+1
r+1 0 r+1 2242 242 22 1 20+1 2 x
T+ 2 0 r+2 2x+1 2242 1 T rz+1 2z 2

2z 0 2z x 1 20+1 z+1 2 2042 x+2
2z+1 0 20+1 42 x+41 2 2z 20+2 T 1
2242 0 20+2 xz+1 2z+1 T 2 T+ 2 1 0

C. Bisikok generalasa

Cl.n=7

P=1{01,..,36}

B; = {0,6,8,9,11,15,25, 32, 33}
B> = {1,7,9,10,12, 16,26, 33, 34}
Bs = {2,8,10,11,13,17, 27,34, 35}
By = {3,9,11,12, 14, 18, 28, 35, 36}
Bs = {4,10,12,13,15,19, 29, 36,0}
Bs = {5,11,13,14,16,20, 30,0, 1}
B; = {6,12,14,15,17,21,31,1,2}
Bs = {7,13,15,16,18, 22, 32,2, 3}

By = {8,14,16,17,19, 23,33,3,4}
Bio = {9,15,17,18,20, 24, 34, 4,5}
By = {10, 16, 18,19, 21, 25, 35,5, 6}
Bis = {11,17,19, 20, 22, 26, 36,6, 7}
By = {12,18,20,21,23,27,0,7,8}
By = {13,19,21,22, 24,28, 1,8,9}
Bys = {14,20,22,23,25,29,2,9,10}
Bie = {15,21,23,24, 26,30, 3,10, 11}
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Bir = {16,22,24,25,27,31,4, 11,12}
Bis = {17,23,25,26,28,32,5,12,13}
B = {18,24, 26, 27,29, 33,6, 13, 14}
Bao = {19,25,27, 28,30, 34,7, 14, 15}
Bay = {20,26,28,29,31,35,8,15,16}
Bay = {21,27,29, 30, 32, 36,9, 16, 17}
Bas = {22,28,30,31,33,0, 10, 17, 18}
Boy = {23,29,31,32,34,1,11,18,19}
Bas = {24,30,32, 33, 35,2, 12, 19, 20}
Bag = {25,31,33,34,36,3,13,20, 21}
Boy = {26,32,34,35,0,4,14, 21,22}

C2. n=9

P= {117 21'7 31'7 4i7 5i7 61'7 7ia 81}

By = {11,29,34,41,52,64, 70, 73,75, 75,80 }
By = {15, 15,22, 25,31, 36, 40, 41, 46, 71, 86 }
Bs = {12,23, 35,42, 53, 65, 70, 71, 74, 76, 81 }
By = {16, 25, 33, 46, 55, 63, 70, 80, 81, 82, 84}
Bs = {13, 16,23, 26, 30, 32, 40, 41, 42, 72, 80}
Bg = {12, 15, 23, 24, 33, 34, 50, 52, 55, 72, 85}
Br = {10, 11, 16,42, 45, 52, 55, 61, 66, 71, 86 }
Bg = {13,24, 36, 43, 54, 66, 70, 71, 72, 75, 82}
By = {15, 24,32, 45,54, 62, 76,80, 81, 83,86 }
Bio = {10, 26, 34,40, 56, 64, 71,81, 82, 83,85 }
Biy = {10,14,20,24,31,33,41,42,43, 73,81}
Bis = {10, 14, 25, 26, 35, 36, Do, D2, B4, 74,80 }
Bz = {1¢, 15, 1,41, 44, 51, 54, 60, 65, 70, 85}
By = {13, 16,24, 25, 34, 35, 51, B3, De, 73, 86 }
Bys = {11, 1, 23, 24, 31, 36, 60, 63, 64, 74, 83}
Bis = {20,22,25,42,45, 53, 54, 63,64, T2, 85}
Byr = {1¢, 11, 12, 43, 46, 53, B¢, 60, 62, T2, 80 }
Big = {147 25, 30,44, 55,60, 71, T2, 73, 76783}
Big = {15,26,31,45, 56,61, 70, T2, T3, T4, 84}
Bao = {14, 23,31, 44, 53,61, 75, 80, 82, 85, 8 }
Bor = {11,20,35,41, 50, 65, T2, 83, 83,84, 8}
Bay = {10,21,33,40,51,63, T2, T4, 75, 76, 86 }

i=0,1,..
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Bos = {27, 33,35,36,1,5,15,22,23}
Bag = {28,34,36,0,2,6,16,23,24}
Bsy = {29,35,0,1,3,7,17,24, 25}
Bz = {30,36,1,2,4,8,18, 25,26}
Bsy, = {31,0,2,3,5,9, 19,26, 27}
Bsz = {32,1,3,4,6,10, 20,27, 28}
Bs, = {33,2,4,5,7,11,21, 28,29}
Bss = {34,3,5,6,8,12,22,29,30}
Bsg = {35,4,6,7,9,13,23,30,31}
Bs; = {36,5,7,8,10,14, 24, 31, 32}

Bas = {11,15,21,25,32, 34,42, 45,44, T4, 82}
Bay = {127 16,20, 21, 30, 31, 52, D4, S¢, 76782}
Bos = {14, 15, 16, 49, 43, 50, 53, 64, 66, 76, 84 }
Byg = {11, 15, 20, 26, 30, 36, 51, O3, 55, 75, 81 }
By7 = {13,15,20, 21,33, 35,60, 61,64, 71,80}
Bog = {20, 23, 25, 40, 43, 51, b2, 61, 62, 7o, 83 }
Bag = {11> 13,25, 26, 31, 33, 62, 65, ¢, 76785}
Bso = {21, 24, 26,41,44, 52, 53,062,063, 71,84 }
Bs = {10, 19,24, 25,30, 32,61, 64, 65, 75,84}
Bso = {30, 33,34, 41,46, 53, 54,61, 66, 74, 83}
Bss = {21, 23, 26,43, 46, 54, 55, 64,65, 73,86 }
Bsy = {11, 13, 15,40, 44, 50, 54, 61,63, 73,81 }
Bss = {20722,24,40,44755, 96, 05, Og, 74,80}
Bsg = {11, 14, 21, 24, 30, 35, 40, 45, 46, 70, 85 }
Bsr = {13,29, 30, 43, 52, 60, 74, 81, 84, 85, 8¢ }
Bss = {16, 20, 32, 46, 50,62, 71, T3, 74, 75,85 }
Bsg = {15,241, 36,42, 51, 66, 73,80, 83, 84, 85 }
By = {12> 16,29, 26, 33, 35,43, 44, 45, 75,83}
By = {11, 14,29,23,39, 33,51, 54, 56, 71,84 }
Byy = {13, 14, 15,42, 46, 52, 56, 63, 65, 75,83}
Bys = {1¢, 13, 21,2, 31, 32, 5o, 53, 55, 70, 83}
By = {21,23,25,41,45, 50, 56, 60, 66, 75, 81 }



Bus = {10, 15,22,23,30, 35, 62, 63, 66, 73, 82}
Bus = {22, 24, 26,42, 46, 50, 51, 60, 61, 76, 82}
By = {147 Ls, 21, 22, 34, 36, 61, 62, 65, 72,81}
Bus = {30, 33, 36, 42,44, 50, 56, 62, 64, 7o, 8 }
Biy = {127 14, 20, 26, 32, 34, 6o, 63, 6, 70786}
Bso = {31,32,35, 44,46, 51, 52, 64, 66, T2, 81 }

C3. n=11

P=1{A,B,1,,2;3;,4;5.,6;,7;} i=0,1,...,10
B; = {69, 61, 62, 63,64, 65, 66, 67, 65, 69, 610, A, B}
By ={70,71,72, 73,74, 75,76, 77, T8, 79, T10, A, B}
Bz = {11, 14,24, 25,35, 39,43, 49, 51, 53, 60, 70, A}
By = {17, 110, 26, 27, 32, 36, 42, 48, 58, 510, 60, 70, B}
Bs = {10, 22,24,27,29,35, 36, 54, 57, 62, 69, 75, 76 }
Bs = {12, 15, 25,26, 36, 310, 44, 410, D2, 54,61, 71, A}
B7 = {10, 13, 27,28, 33, 37, 43, 49, 50, 59, 61, 71, B}
Bg = {11, 23, 25,23, 210, 36, 37, 55, 58, 63, 610, 76, 77}
By = {15, 16, 20, 33, 35, 36, 33, 42, 49, 63, 63, 72, 9 }
By = {13, 16, 26, 27, 30, 37, 40,45, 53, 55, 62, 72, A}
By = {15, 15,28, 29, 32, 39, 42,47, 55, 57, 64, 74, A}
Bis = {16, 19, 25,26, 31, 35,41, 47, 57, 59, 610, 710, B}
Bys = {11, 19,28, 29, 34, 3s, 44, 410, 51, 510, 62, 72, B}
B4 = {10,13, 20,210, 36, 310, 41, 46, 51, 53, 64, 74, B}
Bis = {10, 13,23, 24, 34, 33, 42,48, 50, 52, 610, 710, A}
Bis = {12, 20,24, 26, 29, 37, 38, 56, 59, 60, 64, 77, Ts }
Bi7 = {19, 110,24, 31, 37, 39, 310, 42, 46, 61, 67, 72, T }
Big = {110,21,23, 26, 28, 34, 35, 53, 56, 61, 63, 74, 75 }
Big = {16, 17,21, 34, 36,37, 30, 43, 410, 64, 69, T3, T10}
Bao = {22,209, 30,41, 42,49,410, 53, 58, 61,610, 73, T8}
Bo1 = {14,17, 27,28, 31, 38,41, 46, 54, 56, 63, 73, A}
Bas = {11, 19, 21, 22, 32, 36, 40, 46, 5o, Do, 68, Ts, A}
Bas = {15, 18, 24, 25, 30, 34, 40, 46, 56, 58, 69, 79, B}
Bay = {16, 19, 29, 210, 33, 310, 43, 48, 56, 58, 65, 75, A}
Bos = {13, 16, 22,23, 32, 39,44, 49, 54, 56, 67, 77, B}
Bas = {12, 110, 29, 210, 35, 39, 40,45, 50, 52, 63, 73, B}
Bar = {14, 17,23, 24, 33, 310, 45, 410, 55, 57, 68, T8, B}
Bag = {12, 110,22, 23,33, 37,41, 47,51, 510, 69, 79, A}
Bag = {11, 14,20, 21, 30, 37, 42,47, 52, 54,65, 75, B}
Bsg = {10, 15, 20, 21, 31, 35,45, 410, 5s, D10, 67, 77, A}
B3y = {13,21, 25, 27,210, 38, 39, 57, 510, 61, 65, s, To }
B3y = {12, 13, 28, 30, 32, 33, 35, 46, 410, 60, 65, 76, T10}
B3z = {19, 20,22, 25,27, 33, 34, 52, 55, 60, 67, 73, 74 }

Bs1 = {32, 33, 36, 40,45, 52, 53, 60, 65, 73, 82 }
Bss = {31, 34, 35, 40, 42, 54, 55, 60, 62, 75, 84 }
Bss = {32, 35, 36, 41, 43, 55, b6, 61, 63, 76, 85 }
Bsy = {15,13,14,44, 45,51, 55,62, 64, 74,82 }
Bss = {1¢, 13, 20, 23, 34, 36, 44, 45,46, 76, 84 }
By = {30,31,34,43,45750, 51, 63, 65, 71,80}

B3y = {10, 110,25, 30, 32, 38, 310, 43, 47, 62, 68, 73, 77}
Bss = {23,27,35,43,44, 46, 47, 52, 58, 64, 66, T2, T3}
Bsg = {11, 12, 27,31, 32,34, 310, 45,49, 64,610, 75, T9 }
Bsr = {17, 15, 22, 35, 37, 38, 310, 40, 44, 65, 610, 70, 74 }
Bsg = {22, 26,34, 42,43, 45,46, 51, 57,63, 65,71, 77}
Bsg = {14, 15,210, 32, 34, 35, 37, 41,48, 62,67, 71, T8 }
Bao = {23,210,31,40,42, 43,410, 54, 59, 60,62, 74, 79 }
By = {11, 110, 33, 38, 40, 53, 54, 57, 58, 64,67, 71, 710}
Buz = {17,110, 20, 210, 30, 34, 44, 49, 57, 59, 66, 76, A}
Byz = {12, 15,21,22, 31, 38, 43, 48, 53, 55, 66, 76, B}
Buy = {14, 20,22, 26, 28, 39, 310, 50, 58, 62, 66, 79, 710}
Bus = {18, 21, 24, 26, 210, 32, 33, 51, 54, 66, 610, 72, 73}
Bys = {13, 14,29, 31, 33, 34, 36, 40, 47, 61, 66, 70, 77}
Bu7 = {21, 28, 310,40, 41, 48,49, 52, 57,60, 69, 72, 77}
Bys = {15, 19, 23, 30, 36, 3s, 39, 41,45, 60, 66, 71, 75 }
Byg = {10, 11, 26, 30, 31, 33, 39, 44, 48, 63, 69, 74, T3 }
Bso = {20, 27, 39, 40,47, 4s, 410, 51, 56, 68, 610, 71, 76 }
Bs1 = {24,28,36,44,45,47,4s, 53, 59, 65,67, 73, 79 }
Bsy = {13, 110,31, 36, 49, 51, 52, 55, 56, 62, 65, 78, 710}
Bss = {26,210, 38, 46, 47, 49, 410, 50, 55, 67,69, 70, 75 }
Bsy = {14, 16, 32, 33,45, 51, 52, 58, 59, 61, 69, 74, 76 }
Bss = {25,29, 37, 45,46, 48,49, 54, 510, 66, 63, 74, T10}
Bss = {20, 24, 32, 40, 41, 43, 44, 55, 510, 61, 63, 75, T10}
Bsy = {13,15, 31, 37,44, 50, 51, 57, 58, 60, 68, 73, 75}
Bsg = {10, 12,34, 39,41, 54, 55, 58, 59, 65, 65, 70, T2}
Bsg = {11, 15, 16, 110, 24, 27, 41, 410, 5o, 65, 66, 74, 77}
Bgo = {15, 21, 23, 27, 29, 30, 310, 51, Do, 63, 67, 70, T10}
Bg1 = {17,290, 23,25, 29, 31, 32, 50, 53, 65, 69, 71, 72}
By = {21,25,33,41,42,44,45, 50, 56, 62, 64, 70, 76 }
Bes = {16, 18, 34, 310, 47, 50, 53, 54, 510, 60, 63, 76, T8 }
Bgs = {12, 14, 30, 36,43, 50, 56, 57, 510, 67, 610, 72, T4}
Bes = {11, 13, 35, 310, 42, 55, 56, 59, 510, 66, 69, 71, T3}
Bes = {10, 19, 32, 37, 410, 52, 53, 56, 57, 63, 66, 70, 7o }
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Ber = {12, 14, 18, 19, 27,210, 42,44, 53,68, 69, 77, T10}  Bra = {16, 22, 24, 28, 210, 30, 31, 52, 510, 64, 68, 70, 71 }

{10, 11, 15, 17,22, 210, 45,47, 56, 60, 61, T2, T10 }

{15, 17, 33, 39, 46, 52, 53, 59, 510, 62, 610, 75, 77}  Brs
BGQ = {137 ]-47 187 11072272574874107597637647 72775} B76 = {127 137 ]-77 19721724747a49758762763771774}

Bgg =

{11, 12,16, 18, 20, 23, 46, 48, 57, 61, 62, 70, 73}

By =

{17, 19,30, 35,48, 50, 51, 54, 55, 61,64, 77, To }

Brg =

{10, 14, 16, 110, 21, 29,44, 46, 55, 60, 610, 71, 7o} Brs = {11, 13, 17, 13,26, 29, 41, 43, 52, 67, 63, 76, T9 }

{13,15, 19, 110, 20, 28, 43, 45, 54, 69, 610, 70, 78} DBrg

{107 127 167 17) 257 28740742, 51a 66; 677 757 78}

B =

{107 143 15a 197 237 26740; 493 510764; 655 735 76}

Broy =

B3 =

1Xa

atr

ési ma

lleszked

ikok i

1S1

D. B

d. n=7
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D.2. n=9
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